Exercice 1. On considére un groupe a un parametre {g; }+cr de transformations
linéaires du plan. Ce groupe est completement déterminé par

A= lim gh _12.
h—0 h

En effet, la fonction ¢ +— ¢; est solution du probleme de Cauchy :

{gé = Ag;
go = Is.

Ce systéme admet une unique solution locale d’apres le théoreme de Cauchy Lip-
schitz et une solution globale donnée par g, = exp(tA). Cette solution globale est
donc I'unique solution et caractérise completement le groupe {g; }ier.

Si les groupes { gt }+er et {ht}+er sont conjugués, on a

hy =Tg, T~ 1

pour une matrice inversible T et donc A, = T'g;T~!. Ainsi si deux groupes sont
conjugué les matrices les caractérisant sont semblables. Réciproquement si deux ma-
trices sont semblables, les groupes & un parametre qu’elles définissent sont conjugué
(voir la série précédente).

Exercice 2. (1) Si ¢ := (Y1,---,Yn) €t ¥ = (¥},...,y,) sont deux systeémes de
coordonnées redresseuses, on a pour tout point z de U :

1 % ... %
X 0 ... %
d(Yo¢™ ) @) = :
0 * *
Ceci implique que
vi Y1 +c
!

Y2 fQ(yla"'aym)

y;‘L fm(ylavym)

(2) On construit tout d’abord un champs de vecteur X sur RR? qui a les propriétés
qui a la téte que I'on souhaite : on définit :

P cos(y)

Y sin(y)
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On va raisonner par ’absurde. On suppose donc qu’il existe un systéme de coor-
données redresseuses.

On considére un rectangle (orienté dans le sens positif) dans R? dont les sommets
sont (0,0), (1,0),(1,7) et (0,7) et les deux droites horizontales d’ordonnées 0 et .
Ces deux droites sont des courbes intégrales, elles sont donc envoyées sur des courbes
intégrales par le systéeme de coordonnées redresseuse.
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On regarde I'image du rectangle et des droites dans les coordonnées redresseuses.
L’image du rectangle est contenu dans la bande délimitée par I'image des deux
droites. Les coté horizontaux sont envoyés sur ces droites. Si on fait attention &
Porientation, on constate que I'image des cotés verticaux doivent relier les sommets
“en diagonal”. Le théoreme de Jordan permet alors de conclure que I'image des cotés
verticaux doivent se croiser. Ceci n’est pas possible puisque ’application donnant
les coordonnées redresseuses doit en particulier étre injective.

Exercice 3. On note a(t) et b(t) les effectifs des armées (dépendant du temps) et
A et u leur efficacité respectives. L’énoncé du probleme se traduit par le systeme



suivant :
a = —pbt = —Xa

En particulier, a et b sont solution de y” = pAy. On a donc :

a(t) 0) cosh(y/ uAt) smh (\V/ pAt), 0) cosh(y/ uAt)

Et en injectant a’(0) = —ub(O) et b'(0) = —Aa(0), on obtient :

a(t) 0) cosh(y/ uAt) \/7 0) sinh(y/pAt), 0) cosh(y/ uAt) \/7 0) sinh(+/puAt).

Pour que a(t) ne soit jamais nul pour ¢ > 0 il faut a(0) > /%£b(0). Pour que b(t)

ne soit jamais nul pour ¢ > 0 il faut b(0) > \/ga(()). Ainsi, il faut nécessairement

que Z((g) \/’T Dit autrement il faut que le produit du carré de l'effectif par

Pefficacité soit le méme pour les deux armées.

smh (\/ pAt).

Réciproquement, on vérifie facilement qu’avec de tels parametres, a(t) = a(0) exp —v/ At
et b(t) = b(0) exp —v/ At et donc les effectifs des deux armées restent positifs.



