
Exercice 1. Seules les fonction x 7→ −2x et x 7→ ex+x définissent des difféomorphismes

de la droite réelle. En effet ces deux fonctions sont clairement bijective et leur fonc-

tions dérivée ne s’annulent pas.

La fonction x 7→ x2 ne définit pas une difféomorphisme de la droite réelle car

elle n’est pas bijective.

La fonction x 7→ x3 ne définit pas une difféomorphisme de la droite réelle : elle

est bijective, mais ,sa dérivée s’annule en 0, son inverse n’est donc pas différentiable.

La fonction x 7→ ex − x ne définit pas un difféomorphisme car elle n’est pas

bijective. On s’en convainc facilement en remarquant que

lim
x→∞

ex − x = lim
x→−∞

ex − x = +∞.

Exercice 2. (1) On prolonge gt = ϕ−1N ◦ ht ◦ ϕN en définissant gt(N) = N . Notez

que c’est la seule manière de rendre gt : S2 → S2 bijective. Montrons que c’est un

difféomorphisme. Le seul point près duquel il faut vérifier quelque chose est N . Il

n’est pas dans la carte (S2 \ {N}, ϕN ). Il faut donc travailler dans une autre carte.

On considère la carte (S2 \ {S}, ϕS). On cherche donc à comprendre la fonction gt
dans cette carte. Ainsi on s’intéresse à ϕS ◦ ϕ−1N ◦ ht ◦ ϕN ◦ ϕ

−1
S . Pour cela il nous

faut comprendre ϕS ◦ϕ−1N : R2 \ {0} → R2 \ {0}. On identifie R2 \ {0} avec C \ {0}.
Soit p un point de S2 différent de S et N . On se place dans le plan qui contient

S,N et p. Dans ce plan on peut faire le dessin suivant :

pN

S

ϕN (p)ϕS(p) α

On a donc |ϕS(p)| = tan(α),

|ϕS(p)| = 1
tan(α) .

Ainsi, on a : ϕS ◦ ϕ−1N (ρ exp(iθ)) = 1
ρ exp(iθ). Ce qui nous permet de comprendre

gt dans la carte (S2 \ {S}, ϕS) :

(ρ exp(iθ)) = e−tρ exp(iθ).

Et donc le prolongement de gt dans la carte (S2 \ {S}, ϕS) est l’homothétie de

centre 0 et de rapport e−t. C’est bien un difféomorphisme local en 0, donc gt est

un difféormorphisme de S2.

On a évidemment gt ◦ gs = gs+t = gs ◦ gt.

(2) Le seul point fixe par gt dans la carte (S2 \ {S}, ϕS) est N et le seul point

fixe par gt dans la carte (S2 \ {N}, ϕN ) est S. Dans la carte (S2 \ {S}, ϕS), on a
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clairement limt→∞ ϕS(gt(x)) = 0 = ϕS(N) pour tout x ∈ R2 donc pour tout x

dans S2 \{S} on a limt→∞ gt(x) = S. Dans la carte (S2 \{N}, ϕN ), on a clairement

limt→−∞ ϕN (gt(x)) = 0 = ϕN (S) pour tout x ∈ R2 donc pour tout x dans S2 \{N}
on a limt→−∞ gt(x) = S.

(3) On remarque tout d’abord que {gt}t∈R forme un groupe de difféomorphismes

de S2 à un paramètre, ce qui est nécessaire pour être le flot d’un champs de vecteur.

On veut montrer que le champs de vecteurs vitesses de {gt}t∈R est le champs de

vecteur X. Soit p un point de S2 différent de N . On identifie TpS2 avec R2×{ϕN}.
On a alors

dgt(p)

dt |t=0
=

detϕN (p)

dt |t=0
= ϕN (p) ∈ R2 × {ϕN}

Pour pouvoir conclure il faut pouvoir lire le champs de vecteur X dans la carte

(S2 \ {N}, ϕN ). Pour cela il nous faut comprendre la différentielle de la projection

stéréographique. On se place dans le plan R2 = Pp contenant N , S et p et on étend

la ϕN à Pp \ {R× {1}} en définissant

ϕN : R2 \ {(0, 1)} → R(
x

y

)
7→ x

1−y .

Dont la différentielle en

(
x

y

)
est :

(
1

1− y
x

(1− y)2

)
Dans ce plan, le point p a pour coordonnées (cos θ, sin θ) pour un θ dans [0, 2π[\{π/2}.
Le vecteur donnée par le champs de vecteur en X en p a pour coordonnées :(
− cos θ sin θ

cos2 θ

)
. Son image par la différentielle au point p est donc :

(
1

1− sin θ

cos θ

(1− sin θ)2

)(
cos θ sin θ

cos2 θ

)
=
− cos θ sin θ + cos θ sin2 θ + cos3 θ

(1− sin θ)2
=

cos θ

1− sin θ
= ϕN (p).

Ceci montre que le champs de vecteur vitesse de {gt}t∈R est égale à X.


