Exercice 1. On remarque tout d’abord que l’expontentiel de matrice est bien
définit, car on peut munir M, (R) (par exemple A — trA*A ) d’une norme d’algebre.
Il devient alors évident que la série définissant I’exponentiel est absolument conver-
gente. L’espace M,,(R) muni de cette norme étant complet, la série définit bien une
unique matrice.

(1) Si A et B sont deux matrices qui commutent, on a :
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On peut donc calculer :

(2) Si T est une matrice inversible alors (TAT~1)" = TA"T~'. On a donc :
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(3) On considere la fonction

On a évidement f(0) = I, On calcule :

4(0+h) = Zh”
An
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=1I,+Ah+h Zn—Z h —
= f1(0) + Ah + o(h).

ce qui montre par définition de la différentiabilité que fa est différentiable en 0 et
que %|t=0 fa=A.



Exercice 2. On va essayer de voir 'application ¢ — g* comme une courbe intégrale

dans M, (R). On a :

d t d Tt

— = — =Ag".
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Comme M, (R) ~ R, on peut identifier Tpy M,,(R) avec M, (R) en tout point. La

courbe t — g* est donc solution du probleme de Cauchy dans M, (R) :

[4X = X = AX(€ T Ma(R)X(0) = 1,

D’apres le théoreme de Cauchy—Lipschitz on a unicité locale d’une telle solution.
Or t — et fournit une solution globale, donc cette solution est 'unique solution.
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