(1)
On cherche a utiliser le théoreme du cours. On se donne donc un intervalle sur
lequelle f (dans 'équation y’ = f(x,y)) est lipschitzienne.

(1.a)
On a f(z,y) = = +y> et (x0,90) = (0,0). Cette fonction est lipschitzienne sur
[~1,1]% et la valeur maximale (en valeur absolue) de f sur ce carré est 2. On
applique le théoreme (on a v = min(1, 3) = 1). On obtient que 'EDO admet une
unique solution sur [—3, 3].

(1.b)
On a f(x,y) = —x + 2y? et (z0,%0) = (1,1). Cette fonction est lipschitzienne sur
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[1,2]? et la valeur maximale (en valeur absolue) de f sur ce carré est 4 (en (3, 3)).

1
On applique le théoreme (on a o = min(3, 2) = %) On obtient que 'TEDO admet
une unique solution sur [£, 2].
(1.c)

On a f(x,y,2) = (22,9%) et (70,90, 20) = (0,1,2). Cette fonction est lipschitzienne

sur R x [3,3] x [3,2]2 et la valeur maximale (en norme) de f sur ce cube est
1
VT8 (en (0,2, 2)). On applique le théoréme (on a o = min(oo, ﬁ) = \/%). On

obtient que PEDO admet une unique solution sur [—\/%, \/%].
Notons que dans tout ces exemples, I'intervalle donné n’a aucune raison (et n’est
pas) lintervalle maximal.

(2)
On choisit (a,b) dans [—¢, 0] x R et on considére
fa,b: R —- R
—(z —a)? six€]—o0,a,
x = <0 stz € [a,b],
(x —b)? stz € [b, 00|
On a bien f, 3(z) # 0 pour tout z < —c et f, 3(0) = 0. On a d’une part :
2/ fapl: R — R
—2(x —a) siz€]—o0,a,
x = <0 siz € [a,b],
2(x —b) si ¢ € [b, 00|
et d’autre part f,; est dérivable sur R (et pas seulement sur R\ {a,b}) et :
bt R = R
—2(x—a) siz€]—o0,a,
x = <0 siz € [a,b],
2(x —b) si x € [b, 00]
On adonc: f} , = 2v/|fas| et fap est solution de 'EDO pour tout (a,b) € [—c,0] x
R4
(3.a)
On se sert de la méthode de séparation des variables. On obtient : Si yg = +1,



2

@ :R >z +— +1 € R est solution globale, comme f est localement lipschitzienne en
tout points cette solution est I'unique solution. et I, = R.
Si maintenant (I, ) est solution on peut supposer que ¢ ne prend pas la valeur
1. On distingue deux cas : soit |¢(x)| > 1 pour tout z soit |¢(z)| < 1 pour tout z.
On a
dy
dz

1 1 1 1 o+ 1
T2l = 2<_<p—1 <ﬁ+1>d<p d( (‘ )) a

On se place dans le premier cas, on a alors :

Ainsi

1 1
log <‘<'0+ > =dlog (Wr) =2dz
p—1 p—1
et donc :
pla) +1
=exp(2z + ¢
p(z) =1 ( )
Ainsi :
1 2
S UG 0 N (x n 5)
1—exp(2z+c¢) 2
avec § = arccoth(yop) — zg. Cette fonction n’est pas définie en x = —§. L’intervalle

maximale Inax est donc | — oo, 5[ siyo > 1 et |5, 00[ siyo < 1.
On regarde maintenant le cas |p(x)| < 1. Les calculs sont éssentiellement les
mémes. On obtient :

1 —exp(2z +c¢) c
=_— 7 —+tanh ( —
#(@) 1+ exp(2z + ¢) anh (@ + 2)

avec § = arctanh(yg) — xo. Cette fonction est définie sur R donc Iryax = R.

(3.b)
Comme dans la question précédente, on sépare les variables. On obtient :

dx eY -1

= d
T eyf2y
eV —1
= yid
¢ eY(e¥ —2) 4

1 e¥y —1
_ oy &
(o)
= d(loglev(e” ~2))

Donc si (I, ¢) est solution et = est dans I on obtient :

log(a?) — log(x3) = log

ew(w)(ew(w) _ 2)‘ — log |e¥ (e¥° — 2)]

et donc si e¥(®) €]2, 4-00]

Cr2 = ew(ﬂ)(ew(r) —2)



w > 0. On résout cette équation en z = e?(*) :
0

avec C' =

e?®) =141+ Ca?
et donc

o(x) = log (1 +41+ sz)

= log (1 + V1 —i—CxQ)

donc Iax = R si zg > 0 et Ipax = R si 29 < 0.
Si e?(®) €]0, 2], les calculs sont essentiellement les mémes, on a
Cz? = _ew(w)(ew(w) —-2)

—e¥0 (e¥0 —2)

avec C' = — > 0. On obtient :

0

o(x) =log (1 +v1-— C$2> sie’ —1>0,
p(x) = log (1 —V1- CmQ) sie¥ —1<0.

On a alors Iax =]——22—— 0] si 29 < 0 et Ijpax =]0, ——22—[si ¢ >

/—evo (evo—2)’ v/ —evo (evo —2)
0.
(3.0)

On sépare les variables :
d 1
cos(z)dzr = d(sin(z)) = e <>

Donc si ¢ est solution, on a :
1 . 1
o(z) o

sin(x) — sin(xg) = —

Donc
1

sin(zg) + y%) —sin(x)’

¢(x) =

Donc si |sin(zg) + y%;' > 1, on a I,,x = R. Sinon I, est de 'unique intervalle
de la forme Ja;,a;+1[ pour un i dans Z et agr, = 2km + arcsin(sin(zg) + ;—0) et

agk4+1 = 3w — arcsin(sin(xg) + y%) qui contient xg.



