(1)
La décomposition de Jordan nous dit que toute matrice carrée n xn M a coefficient

complexe est semblable & une matrice diagonale par blocs avec ¢ blocs, ou les blocs
sont donnée par des matrices carrées k; x k; du type :

YIS | o ... ... 0
0 N 1 0o ... 0
0
sz()‘l): 1 0
: 0o XN 1

appelée blocs de Jordan. On a alors Zf:l k; = n. Notons en particulier que si une
matrice carrée est diagonalisable, tout ses blocs de Jordan sont de taille 1 x 1. Les
A; ne sont pas nécessairement distincts.
On écrit
T, (Xi) = Ailg, + Ji, (0).
La matrice Ji,(0) est clairement nilpotente d’undice de nilpotence k;, la matrice
Aily, est diagonal donc diagonalisable et ces deux matrices commutent ( car I'une

d’entre elles est un multiple de Ij,).
On consideére maintenant la matrice

M'" = DiagBloc(Jg, (A1), Tk, (A1), - -+, Tk, (Ae))
M' = DiagBloc(A1 Ig,, Aok, , - - -, Aely,) + DiagBloc(Jk, (0), Jk, (0), . .., Jk,(0))
=D'+N'.
La matrice D’ est diagonal. De plus la multiplication des matrices diagonale par
bloc se faisant bloc par bloc, la matrice N’ est nilpotente d’indice de nilpotence

max;=1,.. ¢(k;) et D' et N commutent.
On sait qu’il existe une matrice inversible P telle que

M=pPMP'=pPD'P'+PNP'=D+N.

La matrice D est diagonalisable, la matrice N est nilpotente et N et D commutent.

(2.a)

La matrice A est diagonalisable et ses valeur propres sont i et —i. On trouve faci-
1 .

lement que le vecteur | | | est vecteur propre associé a —i et que le vecteur (
i —1i

est vecteur propre associé a i.
On a donc :



Ainsi

o= (1 1) (6 2)) (4 )

(2.b)

Une des valeur propre de A est 3. De plus la trace de A est 7 et son déterminant
est 12 donc A a une seule autre valeur propre égale & deux et de multiplicité
algébrique égale & 2. Autrement dit, le polyndme caractéristique de A est xa(z) =
(3 — X)(2 — X)2. On constate que A — 2I est de rang 2. Donc la multiplicité
géométrique de 2 comme valeur propre de A est 1. Ceci montre que A est semblable
a la matrice :

2 1 0
0 2 0
0 0 3
1
On voit facilement que vs := | 0 | est vecteur propre associé a 3. En considérant
0
-1 1
A-2I=1]-1 1
1
1
On s’apergoit que vy := | 1 | est vecteur propre associé a 2. Pour touver le dernier
-3

vecteur qui nous intéresse, On cherche a compléter ce dernier vecteur en une base
de ker((A — 21)?).

-1 0

(A-2I)?=|[-1 1 0
1 1 1

0 00

=10 00

-2 5 1

1
Le vecteur vy := | 0 | donne un deuxiéme vecteur de ker((A — 21)?).

2



-1
Ona (A—2Iv,= | —1| = —v;. On considére donc vy = —v}. Ainsi on a :

3
AU1:27)1
Avy = 2v9 + 17
Avg = 3vs
Donc
—1
1 -1 0 210 -1 0
A= 1 0 0 0 2 0 0 O
-3 2 1 0 0 3 -3 2 1
1 -1 0 2 10 0 1 0
=11 0 0 0 2 0 -1 1 0
-3 2 1 0 0 3 2 11
Ainsi
-1 0 210 0 1 0
exp(zA)=| 1 0 Of|exp|z|0 2 0 -1 1 0
-3 2 1 0 0 3 2 11
1 -1 0 2 00 010 0 1 0
=11 0 Oflexplx]0O0 2 0 exp|lxz |0 0 O -1 1 0
-3 2 1 0 0 3 0 00 2 11
-1 0 exp(2x) 0 0 1 =z O 0 0
=1 0 © 0 exp(2x) 0 010 -1 10
-3 2 1 0 0 exp(3z)/ \0 0 1 2 11
(1 —z)exp(2z) x exp(2z) 0
= —z exp(2z) (14 z) exp(2z) 0

(2 + 3x) exp(2x) — 2exp(3z) (=5 — 3x) exp(2x) + Hexp(3z) exp(3x)
(2.0)



On cherche a Jordaniser la matrice A. On calcule son polynéme caractéristique :

1-x 1 -1 1
2-X -3 3
X) = det
Xa(X) = de 1 1 “1-X 0
~1 0 1 —2-X
1-X 1 0 1
(1 X) det 2 2-X 0 3
1 11 0
~1 0 1 —2-X
1I-X 0 0 1
2 1
= (—=1—X)?*det 0 3
1 0 1 0
-1 -1 1 —2-X
1 0 3
=(1—-X)(~1—X)*det 0 1 0 =(1-X)*(-1-X)*
-1 1 —2-X

On constate que A—1I et A+1 ont rang 3. Les valeurs propres 1 et —1 ont donc toute
les deux une multiplicité géométrique égale & 1. La matrice 1 est donc semblable a :

11 0 0
01 0 0
00 -1 1
00 0 -1

On cherche un vecteur du noyau de

1 -1 1
A 1 -3 3
1 1 -2 0
-1 0 1 =3
1
1
Le vecteur 1 convient. On cherche a compléter ce vecteur en une base du noyau
0
de
2
0o 1 -1 1 0 0 0 0
2 1 -3 3 -4 0 4 —4
(A-1)% = =
1 1 =2 0 0 0 0 4
-1 0 1 =3 4 0 -4 8

Le vecteur vy := convient, et on a Avy = vy + v1.

o O = O



On cherche un vecteur du noyau de

2 1 -1 1
2 3 -3 3
A+1T=
+ 1 1 0 0
-1 0 1 -1
0
Le vecteur vs := (1) convient. On cherche & compléter ce vecteur en une base du
1
noyaux de
2 1 -1 1 4 4 -4 4
3 -3 3 4 8 -8 8
A I2: =
(A+1) 1 0 0 4 4 -4 4
-1 0 1 -1 00 0 O
0
1 . ..
Le vecteur vy := 1 convient, et on a Avy = —v4 + v3. Ainsi on a :
0
—1
1 0 0 O 1 1 0 0 1 0 0 O
e 1 1 0 1 01 0 0 1 1 0 1
|10 1 1]]0 0 -1 1 1 011
00 10 00 0 -1 0 010
1 0 0 O 1 1 0 0 1 0 0 0
|1 1 0 1 01 0 0 1 -1 1
/101 1]]0 0 -1 1 0 0 1
00 10 00 0 -1 -1 0 1 -1
Ainsi :
-1
1 0 0 O 1 1 0 0 1 0 0 O
1 1 0 1 01 0 0 1 1 0 1
exp(zA) = exp | x
1 0 1 1 0 0 -1 1 1 0 1 1
0 010 00 0 -1 0 010
1 0 0 0\ [exp(z) xzexp(z) 0 0 1 0 0 O
|11 0 1 0 exp(z) 0 0 1 -1 1
10 101 0 0 exp(—x) wexp(—x) 0 0 0 1
0 010 0 0 0 exp(—x) -1 0 1 -1
e* xe® —ze® xe®
B et —e % (I+xz)e* e *—(14+xz)e* —e*+(142z)e”
n (—-1—x)e®+e* zer (I1+2z)e ™ — xe® re¥ — xe *
—ze % 0 zre ® (1—x)e®

(3)



On commence par remarquer que ¢o(z) = %exp(éla?) est solution de 1’équation
non-homogene. Pour avoir la solution générale de I’équation non-homogene il suffit
d’additionner la solution générale de la solution homogene avec ¢y.

On considere donc le polynéme caractéristique X2 + 3X — 10. I1 a deux racines
réelles —5 et 2. On en conclut que ¢ () = exp(—5x) et ¢o(xz) = exp(2z) sont solu-
tions indépendante de I’équation homogene. Ainsi la solution générale de 1’équation
non-homogene est :

Va2 (@) = Po(x) + M1 (z) + Aega(x) = %exp(élx) + A1 exp(—5z) + A2 exp(2z).



