Géomeétrie II UNIVERSITE DE GENEVE
Printemps 2019 SECTION DE MATHEMATIQUES

Série 1 — Correction

Exercice 1.

(1) Donner un exemple d’une courbe élémentaire C' C R? qui n’admette pas une paramétrisation
explicite. Expliquer.

Correction (0 point(s)): La courbe

v: [0,27r] — R2?
t — ((t+1)cos(t), (t+ 1)sin(t)).

n’a pas de paramétrisation explicite. C’est bien une courbe car «y est injective et continue. Mon-
trons maintenant qu’elle n’a pas de paramétrisation explicite, c’est a dire que cette courbe ne
peut s’écrire ni comme le graphe d’une fonction de z, ni comme le graphe d’une fonction de y. En
effet les points (0, + 1) et (0, —3F — 1) sont sur la courbe et ont méme abscisse donc la courbe
ne peut étre le graphe d’une fonction de xz. De la méme maniére, les points (1,0) et (—m — 1,0)
sont sur la courbe et ont la méme ordonnée, donc la courbe ne peut étre le graphe d’une fonction
de y.

(2) Traduire mathématiquement la phrase suivante : une courbe C lisse dans R™ a une paramétrisa-
tion locale autour de tout ses points.

Correction (0 point(s)): Soit C' une courbe lisse. La phrase se traduit de la maniére suivante :

Pour tout pour z € C, il existe un arc A de C' contenant x (dans son intérieur si x n’est pas
une extrémité de C) qui admet une paramétrisation qui admet une paramétrisation explicite via
la iéme coordonnée. C’est-a-dire qu’il existe f : [a,b] — R"~! telle que

AN Be(x) ={(f1(t), ..., fic1(t),t, fi(t), ... fno1(t))]t € [a, b]}.

(3) Démontrer la phrase précédente.

Correction (0 point(s)): Soit C une courbe lisse avec une paramétrisation réguliére y : [0, 1] —
R et 9 = 7(to). On sait que v'(tp) # 0, on peut donc choisir un i tel que ~}(to) # 0. Disons
~i(to) > 0 pour fixé les choses.

Comme -y est lisse, on peut choisir un € tel que sit € [0,1] N [to — &,to + €], 7;(t) > 0. On note
[a, ] Pintervalle [0,1]N[to —e, to+¢], on constate que si x n’est pas une extrémité de C alors x est
dans lintérieur de [a,b]. La restriction de ~; a [a,b] (toujours noté ;) est strictement croissante
et est donc bijective sur son image noté [c,d] (on sait que c’est un intervalle grace au théoréme
des valeurs intermédiaires). On a

Y([a,0]) ={(n (@), .., m @)t € [a,0]})
={(m o () m o H(9)s € [e,d]})

Ainsi 'arc v([a, b]) a une paramétrisation explicite via la iéme coordonnée. Dans le cas ot y;(tg) <
0, on répeéte l'argument, mais vy; est alors strictement décroissante sur [a, b)].

Exercice 2. Soient F : [a,b] — R3 une paramétrisation réguliére d'une courbe élémentaire C' C R3.

(1) Démontrer que G : [c,d] — R?® est une autre paramétrisation réguliére de C si et seulement si
G=Fo®,ou®:[c,d — [a,b] est une fonction lisse surjective avec ®’(t) # 0, Vt € [c, d].

Correction (0 point(s)): La fonction F est injective et est donc bijective sur son image. On
peut donc considérer la fonction ® = F~' o G. On a donc évidemment G = F o ®. Soit ty un
élément de [c, d]. Notons sg = ®(tg). On sait que F'(sg) # 0, on peut donc trouveri € {1,...,n},
e > 0 tel que pour tout s € [a,b] N [sg — &, 50 + €] = [e, f], F/(s) # 0, et donc la restriction F! a



e, f] est un difféomorphisme sur son image. On a ainsi ® = F; ' oG, sur ®~*([e, f]), comme F; et
G sont lisses, ® est lisse et ®'(tg) = Gi(to)(F; ') (Gi(to)). De plus, on a : G'(ty) = ' (to)F'(s0)
et donc ®'(ty) # 0.

Montrer que la derniére condition implique que ® : [¢, d] — [a, b] est un homéomorphisme, et que
&1 [a,b] — [c,d] est lisse.

Correction (0 point(s)): Le fait que ® soit lisse de dérivée non nulle implique qu’elle est
strictement monotone et bijective c’est donc un homéomorphisme, en effet ! est continue car
dérivable. De plus, sa dérivée est donnée par (27')'(s) = grog-r(sy ce qui montre qu'elle est
elle-méme dérivable. On peut continuer cet arguement et conclure que ®~! est lisse.

Exercice 3.

(1)

Donner les définitions d’un vecteur de R3, du produit scalaire, du produit vectoriel et du produit
mixte.

Correction (0 point(s)): Un vecteur de R? est la donnée d’un triplet (z,y, z) de réels. Donnons

T T2 zs3
nous trois vecteurs a := [ y1 | et b:= | y2 | et c:= | y3 | de R3.
21 22 z3

— Le produis scalaire de a et b est le réel a - b donné par la formule suivante :
a-b=2x129 + Y192 + 2122.
— Le produit vectoriel de a et b est le vecteur a X b donné par la formule suivante :

Y122 — Z1Y2
axb=| 2120 — 2129
T1Y2 — Y122
— Le produit mixte de a, b et ¢ est le scalaire (a x b) - c. C’est aussi le déterminant :

Tr1 T I3
det | y1 v2 uys3

Montrer la commutativité du produit scalaire, I’anticommutativité du produit vectoriel, la dis-
tributivité des deux produits par rapport & ’addition de vecteurs. Y-a-t-il associativité pour le
produit vectoriel 7

T T2 T3
Correction (0 point(s)): Donnons nous trois vecteurs a := | y1 | etb:= [ y2 | et c:= | ys
Z1 z9 z3

de R3.
— Commutativité du produit scalaire : on a bien

a-b=x123 +y1Yy2 + 2122 = T2x1 + Y2y1 + 2221 = b - a.

— Anti-commutativité du produit vectoriel : on a bien

Y122 — Z1Y2
axXb=|z120 — 1129
T1Y2 — Y122

Y2z1 — 221

= — | 2271 — T221
T2Y1 — Y221
= -bxa.

— Distributivité de I’addition pour le produit scalaire : on a bien :
a-(b+c)=z1(22+x3) +y1(y2 +y3) + 21(22 + 23)

= (z122 + Y1y2 + 2122) + (123 + Y1y3 + 2123)
=a-bta-c




— Distributivité de I’addition pour le produit vectoriel : on a bien :

Y1 (22 + 23) — z1(y2 + y3)

X (b+c)= | z1(x2+x3) — 21(22 + 23)
x1Y2 — Y1 (22 + 3)
Y122 — z21Y2 Y123 — 21Y3
= | 2122 —T122 | + | 2173 — X123
T1Y2 — Y122 T1Y3 — Y173

=axb+axc

— Non associativité du produit vectoriel : On a par exemple :

0 0 0 0 0 0

0] x10 x|1]=10]x[1]=1{0

1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0] x O] x (1 =10 —1
1 1 0 1

(3) Démontrer la formule de Lagrange : a x (b x ¢) = b(a - ¢) — c¢(a - b).

T2 T3
Correction (0 point(s)): Donnons nous trois vecteurs a : et b:= yg etc:= | ys
Z3

de R3. On calcule :
Y223 — 22Y3
x (bxc)=ax | z2x3 — x223
T2Y3 — Y23

y1(22ys — y23) — 21(2223 — T223)

= Z1(y223 - 22y3) - 1’1($2y3 - y2$3)

$1(22$3 - $223) yl(yZZS - Z2y3)

y1(22ys — y2x3) — 21(2223 — T223) + T1T223 — L1023
= 2’1(y22’3 - 222/3) - 1131($2y3 - y2I3) + Y1Y2Y3 — Y1Y2Ys3
21 (2223 — T223) — Y1(Y223 — 22Y3) + 212223 — 212223
Toa-C— x3a-b

=|ywa-c—ysa-b

Zoa - ¢ — 2z3a+ b

=b(a-c)—c(a-b).

(4) En déduire la formule de Jacobi: a x (bx¢)+bx (¢ xa)+c¢x (axb)=0.

Correction (0 point(s)): On calcule en utilisant la formule précédente :
X (bxec)+bx(ecxa)+ex(axb)=({bla-c)—cla-b))+ (c(b-a)—a(b-b))+ (a(c-a) —b(c-a))
=0.




