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Série 5 — Correction

Exercice 1. Calculer la torsion pour I'hélice ¢ — (cos(t),sin(t),at), t € R ot a € R est une constante.

Correction: On rappelle que si C est une courbe de paramétrage normale +y, la torsion au point y(s)
est par définition le réel T(y(s)) tel que b/(s) = —7(y(s))n(t), ou (¢t(s),n(s),b(s)) est le repére de Frenet
au point y(s).

Lemme 1. Si~ : [a,b] — R? est un paramétrage régulier (mais pas forcément normal) d’une courbe
C, alors la torsion T(P) au point P = ~(s) est donnée par la formule suivante :

_ det(v'(s),7"(s),7"(s))
T(P) = |’y'(s) < '7”(8)‘2 )

Démonstration. Notons 7y, : [0,1(C)] — R3 un paramétrage normale de la courbe C et ¢: : [a,b] —
[0,1(C)] tel que y =, 0. On a:

V' (s) = ' ()7 ((s)),
7V(s) = 9" ()7 (1 (s)) + ' (5) 7 (%(s)) et
7"(5) = 0" (8)m(¥(s)) + 3¢ ()9 ()9 (1 () + ' (5)* 0" (1 (s)).-

VA

On a donc :

det(v'(s),7"(5),7"(5)) = det (¢'(s)3(¥(5)), ¥" ()1 (¥(s)) + o' ()71 (¥ (s)),
D" ()7 (W ()) + 3¢ ()9 ()7 (¥(5)) + &' () 7 (¥(5)))
= det (¢ (s)1(¥(5)), ¥/ ()1 (1 (s)), ¥ (8)° ' (1 (s)))
= ¢/(5)° det (v, (v (), 7 (¥ (), ' (¥(s)))
et

1Y (s) x 2" (s)]* = Iy (1 (8)) x ! (0(s)) |
Ainsi :

det(7/(s),7"(5),7"(s)) _ det (74, (¥(s)), 1 (¥ (), 1 (¥(5)))
[7'(s) x 7"(s)[? 17 (2 (5)) x il (¥ ()12

Revenons maintenant a la définition de la torsion au point vy(s) = v, (¢(s)) :

T(v(s)) = =b'(7(5)) - n(v(5))-

Orona:
() X AL (s))
PV = 1 ) x W)
donc
o)) = EAE) D O(5) X () + % ((6)) X (D) + () X 2(6)
() x V@)

(s
_ () X w(@(s))] (v (h(s )) X Y (¥())) + F()1m(¥(s) X 7a ((s))
[ (1(s)) x ¥ (1h(s))[? ’

ou f(s) est une fonction & valeurs réelles. Ainsi



(s)

o

(¥ (s)) X )
2 (
¥(s))

(

_ n X Y
1 ((s)) x ()
_ [ (1(s)) X 7
Iy ((8)) X A (¥ ()21
_ det(3((s)) 1" (6(s). 7
74 (% (9)) x vl (¥ ()2
Le derniére égalité vient du fait que |y, ((s)) x ¥/ (¥(8))] = |74 (20(s))].

On a donc bien
det(v'(s),7"(s),7"(s))
17/ (s) x " (s)I2

(7 (()) x 7" (¥(s))) - 7 (1h(5))

(s))]
Y (1(5)), 10 (1 (s)))

[((s))]

) (8

()] /
(¥(s)))

T(P) = =V (y(5)) - n(y(s)) =

= (cos(t),sin(t),at) On calcule les dérivées de - :
V() = (— sin(t), cos(t), a)
7" (t) = (= cos(t), —sin(t),0)

On considére le paramétrage ~(t)

" () = (sin(t), — cos(t),0)
On a donc
—sin(t) —cos(t) sin(t)
det(v'(t),~"(t),~" (t)) = det | cos(t) —sin(t) —cos(t)| = a.
a 0 0

Par ailleurs,

V(1) x 7" () = |(—asin(t), —acos(t), 1)|* = 1 + o

Donc la torsion de I’hélice au point P = (cos(t),sin(t), at) est égale a

a
14+a? -
Exercice 2. Soit (a,b) € R? avec 1 < a < b. Calculer la courbure et la torsion pour la courbe
Ry 2t + (t,t%,t%). Y a-t-il des points de courbure nulle ?

Correction: On considére le paramétrage v(t) = (t,t%,t%). On calcule les dérivées de 7 :

() = (1,at* 1 bt 4" () = (0,a(a— 1)t7%,b(b — 1)t"72),4"(t) = (0,ala — 1)(a = 2)t°7>,b(b — 1)(b — 2)t"~%).
On a
7' (t) x ¥ (t) = (ab(b — a)t*73 —b(b — 1)t*" 2, a(a — 1)t*72) et
1 0 0
det(y/(¢),~"(t),7"(t)) = det [at“_1 ala—1)t*"%2 ala—1)(a— 2)t“_3]
bt~ b(b—1)t*"2  b(b—1)(b— 2)t"73
1 0 0
= abt®*=0 det [t2 (a—1t (a—1)(a— 2)]
2 (b—-1t (b-1)(b-2)
= ab(a — 1)(b—1)(b — a)t*+=>
Au point P = «(t), on a donc :
_ @) xy"(@)]
“O = rwp
\/a2b2 @)220T2—6 1 o2 (g — 1)2(2a—4 4 p2(b — 1)2264
(14 a2t20-2 4 b2(26-2)3
_ det(¥'(£),7"(£), 7" (%))
T(P) = I/ (t) x " (t)]?
B ab(a — 1)(b— 1)(b — a)ta+0=>
a2b2(b — a)2{20725=6 1 q2(q — 1)2¢20—4 4 p2(b — 1)2¢2b—4

Un point ¥(t) a courbure nulle si et seulement si +'(t) x v"(t) = 0. Or, vu les hypothéses sur a, b et t
cela n’arrive jamais.



Exercice 3. Donner un exemple d'une courbe élémentaire lisse C C R? ayant des points de torsion
strictement positive et des points de torsion strictement négative.

Correction: On considére la courbe définie par le paramétrage :

v [-5%.3] - R

t —  (cos(t),sin(t),t?).
Cette courbe est lisse en effet « est lisse et v'(t) # 0 pour tout t dans [—7,w|. De plus cette fonction
est clairement injective.

On a

det(y/(t),~"(t),7"(t)) = det | cos(t) —sin(t) —cos(t
2t 2

—sin(t) —cos(t) sin(t ]
0,Z%], la torsion en ~(t) est

Pour t € [—g, 0), la torsion en «(t) est strictement négative et pour t E
strictement positive.

Exercice 4. Démontrer qu’une courbe élémentaire lisse C C R? de torsion nulle est contenue dans un
plan.

Correction: Considérons v : [0,1(C)] un paramétrage normal de C. La nullité de la torsion implique
que le vecteur binormal est constant. Notons b ce vecteur. On va montrer que la fonction f : t — b-v(t)
est constante. On a :

Ft) =b-+ () =0.
La deuxiéme égalité vient du fait que le vecteur binormal est orthogonal au vecteur tangent et donc a

v'(t). Donc la fonction f est constante notons A cette constante. Ainsi tous les points de (v(t)) de la
courbe C' satisfont :

ils sont donc dans le plan d’équation

Exercice 5. Trouver une courbe élémentaire lisse C C R? de longueur L < 27 dont la courbure est
constante égale a 1 et la torsion est constante égale a 0. Existe-t-il une telle courbe si L > 27 7

Correction: On peut prendre ’arc de cercle unité paramétré par

v [0,L] — R?
t +—  (cos(t),sin(t),0).

Il est clair que la torsion est nulle (la courbe est planaire) et que la courbure est 1 (on a déja fait le
calcul plusieurs fois). La fonction ~y est clairement injective car L < 2.

On va montrer qu’il n’est pas possible de trouver une courbe élémentaire de courbure constante égale
a 1, de torsion nulle et de longueur L > 27. Supposons qu’on trouve une telle courbe C'. Donnons nous

[0, L] — R3 un paramétrage normale de C. Les restrictions de v [0, 3] et [3,27] sont des courbes
C’1 et Cy de Iongueur de courbure constante égale a 1 et de torsion constante égale a 0. D’aprés le
début de la question on sa1t que de telles courbes peuvent étre obtenues par des arcs de cercles de rayon
1 et d’angle =3 3% Or par le théoréme d’unicité du cours, on peut conclure que C; et Cy sont des arcs de
cercles de rayons 1 et d angles . Quitte a composer par une isométrie de R?, on peut supposer que
C1 est en fait la courbe parametree par

e [0,%] & R®
t +— (cos(t),sin(t),0).

Les courbes C7 et Cy s’intersectent. Leur intersection est C [%, 37“] Cette courbe est elle-méme un
arc de cercle de rayon 1 et d’angle 7. Ainsi, Cy et Cy sont sur le méme cercle. La courbe Cy est donc
paramétrée par :

Yo : [%, 271'] - R?
t — (cos(t),sin(t),0).
Or v(2m) = ~(27) = 71(0) = ~(0). Donc v n’est pas injective et donc C' n’est pas une courbe
élémentaire.



Exercice 6. Trouver une courbe élémentaire lisse C C R? de longueur L > 0, de courbure constante
égale a A et de torsion constante égale a B, pour L, A € Ryg et B € R* quelconques.

Correction: On considére I’hélice paramétrée par

v: [0, — R3
t — (acos(t),asin(t),bt).

On calcule la courbure et la torsion. Pour cela on calcule les dérivées de vy :

v (t) = (—asin(t), a cos(t), b),
7' (t) = (—acos(t), —asin(t),0),
7" (t) = (asin(t), —acos(t),0).

On a donc :
—asin(t) —acos(t) acos(t)
det(y/(t),~v"(t),7"(t)) = det | —acos(t) —asin(t) —acos(t)
b 0 0
= ba?,
Y (t) x (1) = | (basin(t), —ba cos(t), a?)
= a*(a® +b?).
On a donc pour P = «(t)
(P) Vaz(a2+b2)  /a2(a? + b?) |al
K = = . =
Iy (1) (a2 +b2)2  a? +0b?
d t / t 11 t 1 t b
py_ SO O b
[y () x 4" (1) [? a? + b?
Pour avoir une courbure constante égale 4 A et une torsion constante égale a B il suffit d’avoir
lal b
A= t B= .
a? + b2 ¢ a? +v?
On peut alors poser :
A B

= — b= ——.
a A2 + B2 A2 + B2
La longueur de la courbe est facile a calculer, en effet |y (t)| = va? + b%. La courbe a donc longueur
Iva? + b2. 1l suffit donc de poser | = \/ﬁ = L\ A? + B2. Finalement la courbe que ’on cherchait a
pour paramétrage :
v: [0,LVA2+B?)] — R?
t ﬁ(/l cos(t), Asin(t), Bt).

Il est clair que « est injective (on peut par exemple regarder la derniére coordonnée).

Exercice 7. Soit U un ouvert connexe par arc d’'une sphére ¥ C R3. Démontrer que si U contient
deux point antipodaux de ¥ alors U C R3 n’est pas une surface élémentaire.

Correction: Pour simplifier, on suppose que ¥ est la sphére unité (il suffit de dilater et translater
pour obtenir le cas général).

On va tout d’abord montrer que si V est un ouvert de 3 est aussi une surface élémentaire, alors V'
ne contient aucun point de ¥ N {(z,y, z) € R3|z = 0}.

En effet, supposons que (cos(tp), sin(tg),0) appartienne a V. Comme V est ouvert, on peut trouver
1>e>0, tel que

{(m cos(to), VI — € sin(to), €) € V(vT = € cos(to), V1 — Esinlto), —¢) € V

V' ne peut donc pas étre une surface élémentaire de paramétrage z = f(x,y).

On sait que U contient deux point antipodaux Py = (x1,y1,21) et P = (—21,—y1, —%1). Si I'un de
ces points (donc les deux) est dans le plan {(x,y,2) € R®|z = 0}, on est stir que U n’est pas une surface
élémentaire.



Si ces deux point antipodaux ne sont pas dans le plan plan {(x,y, z) € R*|z = 0}, on a 21 # 0. Mais U
étant connexe par arc, on peut trouver un chemin continu de P; a P,. Ce chemin passe nécessairement
par le plan {(z,y,z) € R3|z = 0} (théoréme des valeurs intermédiaires). On trouve donc un point dans
Un{(z,y,z) € R®z = 0}. Et donc U n’est pas une surface élémentaire de paramétrage z = f(x,y).

Plus généralement, choisissons un autre systéme de coordonnés, c’est a dire une base (by, by, b3) de
R? telle que (by, by, bs) = p(ey, ez, €3) oil p est une rotation euclidienne. Avoir un paramétrage de U dans
ce systéme de coordonnées est essentiellement la méme chose qu’avoir un paramétrage de p~*(U) de la
forme z = f(x,y). Or les hypothéses sur U sont invariante par rotation euclidienne. Ainsi U n’admet
pas de paramétrage élémentaire et n’est donc pas une surface élémentaire.



