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Série 9 — Correction

Exercice 1. Soit ® C R3 le tore obtenu par rotation autour du z-axe de la courbe
C={(x—-22+22=1}.

(1) Trouver un paramétrage local de ® autour du point (3,0, 0).

Correction: On va paramétrer x en fonction de y et z (on fait un dessin). On considére la
fonction

f3: ]_575[2 - R
(y,z) +— VA+4vT — 22 41— 22 — 2.

(2) Trouver un paramétrage local de ® autour du point (1,0,0).

Correction: On va paramétrer x en fonction de y et z (on fait un dessin). On considére la
fonction

fl: ]_5a€[2 - R
(y,2) — VA—4/1—22+1— 22— 2.

(3) Trouver les points elliptiques, hyperboliques et paraboliques sur ®.

Correction: On considére pour 'instant uniquement Tz>0 Pensemble des points du tore pour
lesquelles z > 0. Soit U = {(z,y) € R%|1 < 22 + y* < 3} et g la fonction :

g: U —- R

(ry) = J1-(/E+y -2

Le demi-tore ouvert Tz>0 est le graphe de g. On va calculer les formes fondamentales pour ce
paramétrage (notons au passage la symétrie entre x et y). On a :

@(%y):_ z(va® +y* - 2) : @(x,y)z— y(Va2 +y* - 2)
o VT A1 (VaR g o W VE TR - (/T -2
et
d%g (y* + (2% 4+ 11)y? — 22)y /22 +y2 — 692 (2® + 9> + 1)
N T o N R
0%g B (x* + (v + 1122 — y?)/22 + 42 — 622(22 + 32 + 1)

() =
8y2( Y) (22 + y2)3/2(—22 — 32 + 4\/@ — 3)3/2
0%g (1) = (2?42 +12)/2% + 32 — 622 — 6> — 6)ay
0xdy "’ (22 4 y2)3/2 (=22 — y2 + 4\/@ —3)3/2 )

ce qui évidemment fait peur. Mais on va s’en sortir! Comme le tore est invariant par rotation,
on peut supposer sans perte de généralité que y =0 et x > 0. On a alors :

z(x — 2) Jdg

z\/1— (x—2)2 09y

09 (4 y) = —



et

89 0,) =~y

922 Y = (—a? +4x — 3)3/2’
0%g 2—x
aiyz(x7y) - LU(—Z‘Q + Az _3)1/2a
32
axagy(%y):O,

ce qui est nettement plus raisonnable. Il s’agit maintenant de comprendre les signes et la nullité

des valeurs propre de la deuxiéme forme fondamentale. C’est relativement facile :

— Si 2 < x < 3, les deux valeurs propres ont méme signe (positif), on a donc des points
elliptiques.

— Si 1 < z < 2, le deux valeurs propres sont de signes opposés, on a donc des points hyperbo-
liques.

— Si x = 2, I'une des valeurs propres est nulle, on a donc des points paraboliques.

Il reste a traiter les cas x = 1 et x = 3. Pour ¢a, on se sert des paramétrages trouvés aux questions

précédentes.
Pour x = 3, on se sert de f3 :

8f3 -y 8f3 —Z(\/ —22 41+ 2)

——(y,2) = v S (y,2) =

y Vo4 ay—22+1—22 — 2 0z VE+4y/—22+1—22—2V/—22 1
et

02 f3 —5 — 4/ =22 41+ 22
872@’2) T B AV 122 —y2)2
& f3 (22 =1)y? =22 +13)V—22+1—2y> — 622 4 14
922 (y,2) = — (—Z2+1)3/2(5+4\/T+1—Z2—y2)3/2 )
9*fs —2(V=22F1+2)y
Oy0z (v,2) = (5+4vV—2Z+1—22—y2)3/2/—22 11
Comme tout a I’heure, c’est horrible, mais on s’intéresse, au point correspondant 4 y = z = 0.

On a:

& f3 -1 0 fs -1 P B
Oy? 0,0) = 37 022 0,0) = 27’ Oydz 0,0)=0

Les deux valeurs propres ont méme signes. Donc le point est elliptique.

Pour x =1, on se sert de f; :

8f1 o -y 8f1 o —Z(\/ —22 +1- 2)

a (yvz) - ’ a (y72) -
Yy VE—dy=22 +1—22 — 2 z VE—avV—22+1—-22 —2/—22 + 1
et

9% f1 —54+4v—22 +1+22
dy? ) = (5—4vV=22 +1— 22 —y2)3/?’
& fi (22 =1)y* =22 + 1B)V=22+ 14+ 2% +62° — 14
022 (v,2) = = (22 4+1)3/2(5 —4y/—2Z + 1 — 22 — y2)3/2
0% fs —z2(V-22+1-2)y
R R T Wy SRR Y W reopras
On s’intéresse, au point correspondant 4y =2z =10. On a :

O fi > fi *fi
ayg (030) - _1a 922 (030) - 17 ayaz

Les deux valeurs propres ont signes différents donc le point est hyperbolique.

(0,0) =0

(4) Existent-ils des ombilics sur & ?

Correction: Il n’y a pas d’ombilic sur ®, en effet les seuls endroit ou il pourrait y en avoir serait
(pour y =0 et > 0) quand 2 < x < 3. Or on a : Or en ces points, on peut couper le tore avec
deux plans contenant le vecteurs normal pour obtenir un cercle de rayon 1 et une ellipse dont les
deux rayons sont plus grand que strictement que 1. Il n’y a donc aucun ombilic sur le tore.



Exercice 2. (1) Démontrer que tous les points d’un paraboloide elliptique z = ax? + by?, ab > 0,

sont elliptiques.

Correction: De maniére géométrique : le paraboloide elliptique est le paraboloide osculateur
en tout point, ce paraboloide étant elliptique, tous les points sont elliptique.

De maniére calculatoire : si on note

f:
2 - R
(x,y) + ax?+by?.
On a
#r_, o, o
ox2 77 oy T Oxdy

donc les valeurs propres de la deuxiéme formes fondamentales sont non nulles et de méme signe
en tout point, donc tous les points sont elliptiques.

Démontrer que tous les points d’un paraboloide hyperbolique z = ax? + by?, ab < 0, sont
hyperbolique.

Correction: De maniére géométrique : le paraboloide hyperbolique est le paraboloide osculateur
en tout point, ce paraboloide étant hyperbolique, tous les points sont hyperbolique.

De maniére calculatoire : si on note

f:
2 — R
(v,y) +—  azx?+by?.
On a
0% f 0% f 02 f

—= = =2b, ——=0
Ox2 @ Oy T OOy

donc les valeurs propres de la deuxiéme formes fondamentales sont non nulles et de signes opposés
en tout point, donc tous les points sont hyperbolique.

Exercice 3. (1) Trouver les directions des courbures principales d’un ellipsoide az? +by? + 2% = 1,

a,b,c > 0, en les points d’intersections avec les plans coordonnés ({z = 0}, {y = 0} et {z = 0}).

Correction: Rappel : Si une surface est donnée comme le graphe d’une fonction f. Notons ¢
la fonction qui a (x,y) associe (x,y, f(z,y)). Les directions de courbures principales de la surface
en (9,0, f(z0,%0)) sont données par I'image par dp(xg,1yo) d’une base de R? dans laquelle Ia
premiére forme fondamentale et la deuxiéme forme fondamentale sont diagonales. En fait on
peut méme supposer que la premiére forme est donnée par la matrice identité, ainsi les valeurs
propre de la deuxiéme sont les courbures principale, mais pour trouver les directions, ce n’est pas
nécessaire.

On considére les 6 paramétrages suivants :
for: {(z,y) € R¥|ax? + by? < 1}
(z,y)
fox: {(z,2) € R*az? + 22 < 1}
(z,2)
fot: {(y,2) € R?by® + 2% < 1}
(¥, 2)

+ 1—ax?—by?

l—az2—cz2?

1L 1LT

+ 1—ax?—by?



On a:

6fz:t —axr
==

Ox (1 — az? — by?)
Of:x -+ —by

Ay c(1 — ax? — by?)
0 fy+ _ 4 —ax

Ox b(1 — az? — c2?)
afy:i: -4 —Ccy

0z b(1 — ax? — c2?)
8f;vi -+ _by

0y a(l —bx? — ¢2?)
afm:t —Cz

=+
0z a(l — bx? — cz2)

Ainsi quel que soit le paramétrage, la premiére forme fondamentale en {x = 0}U{y = 0}U{z = 0}
est diagonale.

32fzi( - aby? —a 82fz:|:( )=+ abr? — b
oz YT Ve(l — ax? — by?)3/2 Oy? x,y) = Ve(l —aa? — by?)3/2
0%f.+ B —abxy
O0xOy (@,y) = Ve(l — ax? — by?)3/?
0 fyx acz® —a O?fyx acz?® —c
52 (z,2) = i\/l;(l T an? o2l 922 (z,2) = i\/B(l — ax? — cz2)3/2
anyi _ —acxz
Ox0z (2,2) = V(1 — ax? — by?)3/2
ana:i( )=+ bez? — b 82fxi( ) = bey® — ¢
oy T T A= by — 22T 92 T T A = by — 22
0% foy (y.2) = —beyz
D= Y, z) = \/6(1 —ar?— by2)3/2

De méme sur les plans des coordonnées les matrices des deuxiémes formes fondamentales sont
diagonales. On peut donc prendre I'images par dy, de la base canonique de R2.

On calcule facilement les différentielles des fonctions ,.

1 0 1 0 1

d@zi (05 y) =10 1 ) d‘pzj: (.’IJ, 0) = 0 1 ) d‘pyi (O Z 0

0 —by —az 0

Vez Vez
—cz —by
10 0 == g
dQDyj: (:177 O) - Vby 5 d@zi(O, Z) =11 0 5 dCij: (ya O) 1 0
0 1 0 1 0

Et les vecteurs colonnes de ces matrices donnent donc les direction des courbures principa]e.

Démontrer qu’un ellipsoide ax? + by? + cz2 =1, a > b > ¢ > 0, a au moins quatre ombilics.

Correction: On continue le raisonnement de la question précédente : la forme fondamentale
donnée par f. en (0,0, %) est l'identité. On peut donc directement lire les courbures principales

sur la seconde forme fondamentale : —a/+/c pour la direction (1,0,0) et —b+/c pour la direction
(0,1,0).

De méme, la forme fondamentale donnée par f,, en (ﬁ,0,0) est l'identité. On peut donc
directement lire les courbures principales sur la seconde forme fondamentale : —b/+/a pour la
direction (0,1,0) et —cy/a pour la direction (0,0, 1).

On regarde Darc d’ellipse dans le plan {y = 0} situé entre (0,0, C) (%,0,0). Le long de

cet arc les directions de courbures principales varient de maniére lisse (I'une est constante) et
les courbures associé a ces directions varient elles-aussi de maniére lisse. Ainsi une des courbure



passe de —a/+/c & —c/+/a tandis que autre passe de —by/c & —by/a. Comme a < b < c. Il existe
un point pour lequel ces deux courbures sont égales.

Par symétrie, on obtient au moins quatres ombilics



