Théorie de la mesure et intégration UNIVERSITE DE GENEVE
Printemps 2020 SECTION DE MATHEMATIQUES

Série 1 — Correction (corrigée le 26,/02/2020)

Exercice 1. Soit X un ensemble et A C P(X) un ensemble de parties de X.

(1)

Montrer que si A est une tribu, alors A est une algébre d’ensembles.

Correction : On suppose que A est une tribu sur X. On a donc X € A et si A € A alors
A€ € A. Il s’agit de montrer que si A, B € A, alors AU B € A. On considére C € A¥ définie par
Co=A,Cy=BetC,=0= X pour tout n > 2. On a |J,,c,, C = AU B. De plus comme A
est une tribu, | J,,c, Cr € A, donc AU B € A. Ainsi, A est une algébre d’ensembles.

Montrer que si A est une algébre d’ensembles, alors A est un anneau d’ensembles.

Correction : Soit A une algébre d’ensemble. Il s’agit de montrer que A est non-vide — cela
fait partie de la définition d’algébre — et que pour tout A, B € A, A\ B € A. On considére donc
A,Be A OnaA\B=(A°UB)°. Comme A est une algébre, A° € A, puis A°UB € A et enfin
A\ B e A.

Donner un exemple d’anneau d’ensembles qui n’est pas une algébre d’ensembles.

Correction : On peut prendre, P(R.) : c’est une algébre d’ensembles sur R, mais pas sur R,
car R ¢ P(R;). De maniére générale, un anneau d’ensembles A sur X est une algébre d’ensemble
si et seulement si X € A.

Soit X =Z et A={AC X | Aou X \ A est fini}. Montrer que A est une algébre d’ensembles
sur X mais pas une tribu.

Correction : L’ensemble vide est fini par définition, donc Z € A car Z¢ = (.

Soit A € A, de deux choses 'une : soit A est fini soit A° est fini. Si A est fini alors A = (A°)°
est fini et donc A° € A. Si A° est fini alors A° € A.

Soient maintenant A, B € A, on considére deux cas : A et B finis, et A° ou B° (ou les deux)
fini. Si A et B sont finis, AU B est fini et donc AU B € A. On passe au deuxiéme cas. On a
(AU B)¢ = A° N B¢ et cet ensemble est manifestement fini, donc AU B € A.

Ainsi, A est une algébre.

Pour tout n € w, le singleton {n} est fini donc {n} € A. Mais w = J,,,{n} n’est pas fini et
son complémentaire dans Z non plus, donc w ¢ A et donc A n’est pas une tribu.

Exercice 2. Soit A un anneau. Montrer 'implication A,B € A= AN B € A.

Correction : Soient A,B€ A. Ona: ANB=(AUB)\ ((A\ B)U(B\ A). Comme A est un anneau,
AUB, (A\ B) et (B\ A) sont dans A, on en déduit que (A\ B)U (B \ A) € A et finalement que
ANBe A

Exercice 3. Dans cet exercice, on souhaite montrer que la tribu borélienne Bg de R est engendrée par
la famille F = {Rs, | a € Q}, i.e. que Bg = o(F).

(1)

Montrer que tout sous-ensemble de la forme R.;, avec b € Q est dans o(F).

Correction : Soit b € Q et n € w. L’ensemble R>(b,¢) est dans F. Comme o(F) est stable
n+1

par passage au complémentaire, R <(b-=17) est dans o(F). Comme ceci est vrai pour tout n € w,
= nt1
On en déduit que

Ry = U Rg(bf%“) EO’(]:).

new



(2) En déduire que o(F) contient tous les intervalles ouverts bornés & bornes rationnelles.

Correction : Soient a < b deux rationnels, intervalle Ja; b[= R, NRs,, or on sait que Ry, et
Rs, sont dans o(F), donc |a;ble F.

(3) Soit W un ouvert de R. Montrer que

W= |J Jadl
Ja;b[CW,
a,beQ

On pourra utiliser le fait que Q est dense dans R.

Correction : Notons V' = Jjgp[cw;]a; b[. On a clairement V' C W. On veut montrer I'autre
a,beQ
inclusion. Soit x € W, comme W est ouvert, il est voisinage de chacun de ses points, en particulier

de z. Il existe donc € > 0 tel que |z — €; x+€[C W. Comme Q est dense dans R, on peut se donner
a,b € Q tel que

r—e<a<zr<b<z+e

On a donc z €a;b[Clz — ¢;x + ¢[C W. De plus, on a clairement ]a;b[C V', donc x € V. Ceci
montre que W C V et finalement que W = V.

(4) En déduire que tout ouvert W de R appartient a o(F).

Correction : D’aprés la question précédente, tout ouvert de R s’écrit comme une union d’in-
tervalles ouvert a bornes rationnelles. Il n’y a qu’un nombre dénombrable de tels intervalles. De
plus on sait que chacun de ses intervalles est dans o(F), comme o(F) est une tribu, elle est stable
par union dénombrable et donc tout ouvert de R est dans o(F).

(5) Conclure.

Correction : On vient de montrer que la tribu o(F) contient tous les ouverts de R donc on a
Br C o(F). Inversement, tous les ensembles dans F sont des ouverts de R, donc o(F) C Bg, et
finalement o(F) = Bg.

Exercice 4. Soient X un ensemble et h: X — Rzo une application. Montrer que 'application
p: P(X) — Ryq définie par u(A) = > 4 h(z) est une mesure.

Correction : On rappelle que la notion de somme positive utilisée ici est donnée par la premiére
définition du cours. Avec cette définition, on a bien pu(()) = 0. Il s’agit maintenant de vérifier que si
A e P(X)¥ est disjoint, alors

u (U An> =Y u(Ay).

new new

Par définition, on a :

(Us)- o, B )

F fini



et

E N(An) = sup { :U'(An)}
ECw
new E fini ne€k
= sup sup { f(x)}
ECw F,CA,
E fini | "€F F, fini “TE€
= sup sup > f(x)
ECw (Fn)nek
E fini anzﬂ%’gnEE neE x€F,
F,, fini VncE
= sup sup E fx)
ECw (Frn)ner
Efini | pocAnvner \#€Unen Fn
F,, fini VneE

La troisiéme égalité est vraie car on fait commuter un somme finie et un sup. Si E est un sous-ensemble

fini de w et si pour tout élément de E, F), e
finide |, ., An. Ceci implique que

new

> u(An) < p

new

Réciproquement,
Si F' est un sous-ensemble fini de |

new

st un sous-ensemble fini de A,,, | J

(u~)

Ap, en posant F, = A,NF et E={necw:F,#0}, ona

nek Fn est un sous-ensemble

U

new

F= UneE F,, et les ensembles F et F,, sont finis. Ceci montre que

|
|

Finalement,

U

new

< Z M(An)~

new

)
)

U .

new

= Z p(An).

new
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Exercice 1. Soit € > 0. Montrer qu’on peut recouvrir Q par une union infinie d’intervalles ouverts
dont la somme des longueurs est inférieure strictement a e.

Correction : On fixe € > 0 et une bijection ¢: w — Q. On considére

w=J }w(n)—ﬁ"ﬂ("wﬂln%{'

new

L’ensemble W est bien une union d’intervalles ouverts et contient Q. La somme des longueurs des

intervalles est . 5 5
€ €

2 = = — <.

€D g ii-5y " 3°°

new

Exercice 2. Soit X un ensemble et ¢: P(X) — R valant 0 sur ’ensemble vide et 1 sur tout autre
partie de X.

(1) Montrer que ¢ est une mesure extérieure.
Correction : On a bien ¢(()) = 0, pour montrer que ¢ est une mesure extérieure, il suffit de
montrer qu’elle est croissante et qu’elle satisfait la propriété de o-sous-additivité. La croissance

est triviale. Pour la o-sous-additivité, on se donne A,, € P(X)“. De deux choses I’une : s0it tous
les A, sont vides auquel cas, |J,,c,, An = 0. On a alors

0:¢<UAR>:Z@(AR):ZOZO

new new new

et donc ¢ (U, An) < 2 pew, (Ay). Sinon I'un des A, est non-vide, disons A, et alors :

=g (U An> = p(An) < D 9(An)
ne€w new
et donc ¢ (e, An) <D e

(2) Est-ce que ¢ est une mesure ?

Correction : La fonction ¢ est une mesure si et seulement si X a au plus un élément. En effet
dans ce cas, c¢’est une conséquence de I'exercice 4 de la série 1. Si X a au moins 2 éléments, disons

xety,ona:{x,y}={z}U{y}, mais
1=o({z,y}) #o({z}) + e({y}) =1+ 1=2.

(3) Quels sont les ensembles ¢-mesurables ?

Correction : Les seules ensembles p-mesurables sont X et I’ensemble vide. Montrons le! Pour
toute partie B de X, on a

@(B\0)+¢(BN0) =@(B)+ ) =p(B) et
P(B\X) +p(BNX)=p0)+¢(B) = ¢(B).

Donc X et () sont p-mesurable. Supposons maintenant que A ne soit ni X ni (). On peut donc
trouver x € A et y € A°. On considére B = {z,y}. On a

e(B\ A) +¢(BNA)=o({y}) +e({z}) =2 # ¢(B).
et donc A n’est pas mesurable.



Exercice 3. Soit ¢: P(R™) — [0;+00c] valant 0 sur les parties bornées de R™ et +oo sur les autres.
Est-ce que ¢ est une mesure extérieure ?

Correction : Non, ce n’est pas une mesure extérieur car cette fonction ne satisfait pas la o-sous-
additivité. On commence par munir R™ de la norme euclidienne. Pour k € w, on considére By, = {z €
R™,|z| < k}. Chacun de ses ensembles est borné et leur union est R" tout entier, on a donc

OO=¢<U Bk> %Y w(Br) =0.

kEw kew

Exercice 4. Soit X un ensemble et {¢;: P(X) — [0;4+00]};c; un ensemble de mesures extérieures sur
X.

(1) Montrer que v := sup,c; ¢; est une mesure extérieure sur X.

Correction : On a bien (0) = 0. Soient A C B deux parties de X, on a pour tout i € I,
vi(A) < p;(B) < ¢¥(B), donc ¥(A) < ¢(B). Montrons maintenant la o-sous-additivité. Soient
(An)new € P(X)“. Pour tout i, on a :

i (U An> <D WilAn) <) p(An),

Donc ¢ (Un@d An) <D hew ¥(Ay). Et donc ¢ est bien une mesure extérieure.

(2) Montrer que p := inf;c; ¢; est croissante pour l'inclusion.

Correction : Soient A C B deux parties de X, on a pour tout i € I, p(A) < p;(A) < ¢;(B),
donc, p(4) < p(B).

(3) Dans le cas particulier X =w, I = w, et

0 si A=10,

1
wi(A) =< - si A est fini non vide,
i+ 1
400 si A est infini,

montrer que ; est une mesure extérieure pour tout ¢ € w mais p := inf;c; p; n’est pas une
mesure extérieure.

Correction : On fixe un i € w, p;(0) = 0 et ¢; est clairement croissante pour U'inclusion. Mon-
trons qu’elle aussi o-sous-additive. Soient (Ap)new € P(X)“. On distingue trois cas : I’ensemble
A=, c,, An est soit vide, soit fini non vide soit infini.

— Si A est vide et tous les A,, sont vide et alors :

Pi(A) =0=" " pi(An).
new
— Si A est fini non vide, au moins I'un des A,,, disons A,,, est fini non-vide. On a alors :

1
= (A, ) < (A,).
i+ 1 Pi(An,) < g‘ﬁz( n)

pi(A) =

— Enfin, si A est infini, soit il existe ng tel que A, est infini et alors :
i(A) = 400 = 9i(Any) < Y @il An),
new

soit il existe une infinité dénombrable d’entier n tel que A,, est non-vide, notons ces indices
(nk)kew. On a alors :

1
Z pi(An) > Z%‘(Ank) = Z i1 te= pi(A).
new kew kew




Ainsi dans tous les cas, on a bien p;(A) < Y ©i(Ay) et donc p; est o-sous-additive.

Montrons maintenant que p n’est pas une mesure extérieure. Pour n € w, on pose A, = {n}.
Pour tout n € w, on a p(A4,) = infcrp;(A,) = infiejw% = 0 et p(w) = infier pi(w) =
inf;e; 400 = +00. Ainsi

+oo:p<U An> Z Y p(An) =0.

new new

Et ainsi p n’est pas une mesure extérieure.

Exercice 5. Soit d € w\{0} fixé. On rappelle que si B C R%, son diamétre est diam(B) := sup, ;¢ [la—
b||, ot ||.]| est la norme euclidienne dans R¢.

Soit s € [0, +00] et § €]0, +00]. Pour toute partie A de RY, on note R;s(A) 'ensemble des recouvre-
ments au plus dénombrables de A par des parties ouvertes de R? de diamétre inférieur a §.

On définit alors la mesure extérieure de Hausdorff de dimension s et de pas § par

H(A) = inf ) "(diam(F;))*

T (F) A
(Fi)ier€Rs( )iel

pour toute partie A de R

(1) Montrer que H} est bien une mesure extérieure.

Correction : On a bien H§()) = 0 car on peut recouvrir () par le recouvrement vide (F;);cg.
La fonction H§ est croissante pour l'inclusion car si A C B C RY, tout recouvrement de B est
un recouvrement de A et donc Hj(A) < H(B). Montrons que Hj est o-sous-additive.

Soit (An)new € P(R?). Pour chaque n on choisit (F);c1, € Rs(A,). La réunion (F;);cr des

7
F™ est un recouvrement de la réunion des A,,. On a donc :

H; (U An> <) (diam(Fy))* = > ) " (diam(F"))*.
new kel newiel,

Comme le terme de gauche ne dépend pas des F'™, on a bien

H; (U An> <Y Hj(An).

new new
Ainsi H} est bien une mesure extérieure.

On peut aussi utiliser la Proposition 3 du cours avec la fonction p: P(X) 3 A — diam(A)®,
restreinte aux ensembles de diamétre inférieur a 6.

(2) Montrer que
Vs >0, VACRY Vo, e>0, §<e= Hi(A) > H:A).

Correction : On fixe s >0, ACR? § >0 et e > 6. Soit (F;);er € Rs(A), chacun des éléments
de F a un diamétre plus petit que 8, donc que €, donc F' € R.(A), ainsi :

H?(A) <) (diam(F,))".
il
Comme le terme de gauche ne dépend pas de F, on a bien, en prenant l'infimum sur les F' €
Rs(A) :
HE(A) < Hj(A).

(3) En déduire (en se servant de l’exercice précédent) que H*, la fonction sur P(R?) définie par
H?(A) := lim Hj(A),
0—0
>0

est bien définie et que c’est une mesure extérieure. On ’appelle la mesure extérieure de Hausdorff
de dimension s.



Correction : La question précédente nous dit que pour tout A et tout s, la fonction ]0, +00[
d — Hj(A) est décroissante ceci implique (voir le lemme a la fin) non seulement que

lim Hj(A)
6—0
6>0
est bien définie (dans R ), mais aussi que
lim H{(A) = sup Hj(A).
%;8 5€]0,400[
L’exercice précédent nous assure alors que H® est une mesure extérieure.
Lemme. Soit f: ]0, +0o[— R>q une fonction décroissante. Alors

lim f(x) = sup {/(z) [z €]0, +o0[} = sup /.
x>0
Démonstration. De deux choses 'une : soit f est bornée, soit f est non-bornée.
Si f est non bornée, par définition, sup f = +o0o. Montrons que limzﬁg f(z) = +o0.
x>

Soit M > 0, il existe z¢ €]0, +o0], tel que f(xg) > M. Comme f est décroissante, pour tout
x €]0, +o0[ tel que |z — 0| < xg, f(x) > M, et donc hmw_)g f(x) = +o0.
x>

Si f est bornée, alors par définition, ¢ := sup f est fini. Montrons que limg_o f(z) = ¢.
x>0

Soit € > 0, il existe xg €]0, +o0], tel que f(zg) > £ — e. Comme f est décroissante, pour tout
x €]0, +oo[ tel que |x — 0] < zp, £ < f(z) < f(xo)l — ¢, et donc limmﬁg fz) =2 O
>

(4) Pour s = 0, montrer que H° coincide avec la mesure de comptage sur P(R%).

Correction : Supposons que X C RY est fini et notons {z1,...,x,} ses éléments et ¢ =
ming<;<;<n ||2; —x;||. Pour tout §, la collection {x1},...,{x,} est un recouvrement dans Rs(X),
ceci montre que H(?(X) < n pour tout §. Pour § < ¢, si F' € Ry, tout ensemble de F' contient au
plus un élément de X, donc F est constitué d’au moins n partie de R? et donc HY(X) > n. Ceci
montre que pour § suffisament petit H)(X) = n et donc que H°(X) = n.

Si X est un ensemble infini, il contient des ensembles finis avec un nombre arbitrairement grand
d’éléments. Par croissance de H°, on a H°(X) > n pour tout n € w et donc H°(X) = 4o0. Cest
donc bien la mesure de comptage sur R,

Exercice 6. Soit (X, A, 1) un espace mesuré et ¢, la mesure extérieure définie par
ou(B) =inf{u(A) | Ac A, BC A}, VBeP(X).

Montrer que tout élément de la tribu A est ¢,-mesurable.

Correction : Par construction, ¢, est une mesure extérieure. On a donc pour tout A, B € P(X) :
vu(B) <u(ANB) +¢u(B\ A).

I suffit donc de montrer que tout A € mathcalA et tout B in P(X),
¢u(B) = ou(AN B) + ¢u(B\ A).

Soit C' € A tel que B C C. L’ensemble ANC est dans A et ANB C ANC, donc ¢, (ANB) < u(ANC).
De méme, C\ Aec Aet B\ AC C\ A, donc ¢,(B\ A) < u(C\ A4).

De plus comme p est une mesure, p1(C') = p(CNA)+pu(C\ A). ainsi p(c) > ¢ (ANB) + ¢, (B\ A).
Comme le terme de droite ne dépend pas de C, on a

ou(B) > pu(ANB) +¢u(B\ A).
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Exercice 1. On considére la fonction
f: R = R
z—1 six <0,
T 0 six =0,
r+1 siz>0

et la famille 7 = {]a,blla < b e R} C P(X).

(1) Justifier qu’on peut constuire une mesure extérieure y sur R a partir de

pPs: F = R
P — 0
Ja,b[ = f(b) — f(a).

Correction : La famille F contient le vide et la fonction p; est positive. Ainsi, d’aprés la
Proposition 3 du cours, on peut induire une mesure extérieur sur R en définissant pour tout
XCR:

X) = inf Y;).
u( ) (Yi)iereRF(X)ieZIpf( )

(2) Caleuler p(]0,1]), u([0,1]), u({03}), u([=1,0[) et u([1,0]).

Correction :
— Montrons que 1(]0,1]) = 1.

Soit € > 0. On considére (X )new avec X& = }%H, n%rl + 5% [ La famille (X )ne, est bien

un recouvrement de |0, 1]. D’autre part,

1 € 1
X)) = =142
2 pr(X5) Zn+1+2” il e

new new

Comme ceci est vrai pour tout € on a p(]0,1]) < 1.

Soit (X;)icr un recouvrement au plus dénombrable de ]0,1] par des intervalles ouverts. Soit
€ > 0, (X;)ier est un recouvrement de [e,1] par des intervalles ouverts. Comme [e, 1] est
compacte on peut en extraire un sous recouvrement fini (X;);c;. On considére la fonction
fe = > ics xx,. Clest une somme finie de fonctions localement Riemann-intégrable, elle est
donc localement Riemann-intégrable. De plus, on a f. > X|¢1). Or pour tout i € J, on a

p(X;) > fel Xx;- Ainsi, on a :

pr(Xi) > pr(Xi) 2/ ZXXj Z/ X1 =1—€

iel ieJ € ied €

Ceci montre que p(]0,1]) > 1 — € et comme € était quelconque, on ((]0,1]) > 1 et finalement
1(]0,1]) = 1.

— Montrons que p({0}) = 2.
Soit € > 0, on peut recouvrir {0} avec l'intervalle ]—%, %], on a py G —35, %D = 2+ 2¢, donc
1({0}) < 24 2e. Comme ceci est vrai pour tout €, on a u({0}) < 2.
Soit (X;)iecr un recouvrement au plus dénombrable de {0} par des intervalles ouverts. Il existe
un ig € I tel que 0 € X;,. Notons X;, =]a,b] avec a < b, on a py(X;,) =2+ b—a > 2, donc
1({0}) > 2 et finalement p({0}) = 2.



— Montrons que p([0,1]) = 3.
Par sous-additivité de u, on a p([0,1]) < u({0}) 4+ u(]0,1]) = 3. On procéde un peu comme
précédemment. On se donne (X;);cr un recouvrement de [0, 1] par des intervalles ouverts. Par
compacité on peut se donner J C I fini tel que (X;);c; est un recouvrement de [0, 1]. fini.
Pour i € I, si on note X; =|a;,b;[, On a :
b; — a; si0<ai§bi,
b; —a; +1 si0=a; <b;,
pr(Xi)=qb;—a;+2 sia; <0<b;,
b —a;+1 sia; <b; =0,
b; — a; sia; < b; <O0.

Dans tous les cas, ps(X;) > fol xx,; et pr(X;) > 2+ fol Xxx,; si 0 € X;. Comme 0 € [0,1], il
existe un iy tel que 0 € X;,. On a donc

S (X)) =D pp(Xi) = pp(Xiy) D >2+Z/ XX, >2+Z/ X[0,1] =
i€l i€J i€J\{i0} ieJ

Ce qui montre que pu([0,1]) > 3 et donc que p([0,1]) = 3.
— On a u([-1,0[) =1 et u([-1,0]) = 3 et les preuves sont analogues.

Exercice 2. Soient (X, 7) un espace mesuré, (f;)ic,, une famille de mesures sur X et (a;);ic. une suite
de réels positifs. Montrer que la fonction p: 7 — R>( définie par

= Z aipi(A)

pour tout A € T est une mesure sur (X, 7).

Correction : On a pu(0) =3, aipi(0) = 3,2, 0 = 0. On se donne A € T¥ disjoint. On souhaite
montrer que i (| |,c.,) =2, 11(An) Cest a dire que :

Z Z aipi(An) = Z Z aipi(A

1Ew NEwW new 1cw

Ceci est donné par le lemme suivant :

w2 € Rzo alors :

Lemme (Théoréme de Fubini discret). Soit (2i5),j)e
IS SR S
iEw jEW jEw icw (i,5) Ew?

Démonstration. Par symétrie, il suffit de montrer que -, > 75, Tij = X2 j)ew? Tij-
Soit X C w? un ensemble fini. Il existe I, J C w finis tel que X C I x J. On a

Z Zi5 < Z xij:Zinj§Zinj§Zinj,

(i,5)€X (i,5)EIXJ iel jeJ i€l jew i€w jEw

)SIED S e

(i,5) Ew? €W JEW

Et donc

Soient I C w fini et pour et pour tout ¢ € I, J; C w fini.

DD = > wy <Y @y

i€l jeJ; (6,9)EL;er {it x Ji (1,5) Ew?
On en déduit :
D) ITERD S
iel jew (1,5) Ew?
Puis que
DD S Y, wi
1Ew jEW (i,7)Ew?



Exercice 3. Soit T la famille des intervalles fermés de I = [0, 1] et u la mesure extérieure sur I induite
par ’application

p: F =+ R
g — 0
8] = In(H2)
On s’intéresse a la fonction
g: [0,1] — [0,1]
0 — O
e oo 1o[1).
(1) Tracer le graphe de g.
Correction :
g9(z)

(2) Soit a < 3, calculer g—*([av, B]).

Correction : On a

U

new

En effet si, x € [n+1+ﬁ’ n+1+a] on aa < g(x) < B. Réciproquement, si x € g~*([a, 8]), il existe

yela,fletncwtel quey==<—(n+1) et doncxze [ﬁ,m}

Montrer que pour tout A € P(X), = u(g=1(4)).

u(A)
Correction : On montre les deux inégalités. Pour (B;)ic; € T', on note p(B) :=Y_,.; p(B;).
Soit (B

i )iel € T! un recouvrement au plus dénombrable de A. Pour tout i € I, g~*(B;) est une
union dénombrable d’intervalles fermés, en considérant tout ces intervalles fermés pour tous les
i € I, on obtient un recouvrement au plus dénombrable de g~'(A) avec des intervalles fermés.
On Ie note g~Y(B). Pour i € I, on note B; = [ay, B;]. Calculons p(g~*(B)) :

ZZ Zzln n+1+a,>
icl n€w <|:n+1+ﬂ n+1+o‘z:|) iel n€w <1+n+1+5
n+1+5; n+2+ 8 1+ a
_ —ln( /=1 = 1 (B> uA
ZZ () - () §“<1+ﬁi> p(B) > u(A)

Ceci montre que pu(g~'(A)) > p(A).
L’autre inégalité est nettement plus dur. Soit k un entier strictement positif. Si B € T est

un recouvrement de g~1(A), on considére B’ = (B; N [n+27 nH])ieI,new U ({0}, c’est aussi un



recouvrement de g~ (A), on a p(B) = p(B’). Comme p({0}), on le laisse de coté. Le recouvrement
5 P —1 11
B’ peut étre vu comme la réunion de recouvrements de g~ (A) N | =5, TH]
Soit B € T**! tel que pour tout n € w, B, = (By,;)icr est un recouvrement de g—'(A) N

|:n—1|-2’ n+1} et tel que

(g™ (A)) < p(B) < (g™ (A) + 15

<
Pour m inw, B(m) = g~ *(g(By))N [m+2, }H}
on a donc p( (m)) > p(Bm) — 7=. D’autre part (By)ner U [0, ] est un recouvrement de g=*(A),
Donc p ([0, 1]) =2 3,51 p(B )—iz Orp([0,7]) < 7. donc 3, o, p(Bn) < ¢ + 7=
Finalement, on a

est un recouvrement de g~ (A)N |:’rn£,-2’ ﬁﬂ] ,

IN

IN

On a donc p(g~*(A)) < 2 + pu(A) pour tout k € wsg, donc p(g—*(A)) < u(A) et finalement :
plg™(4)) = ¢

(4) On admet que pour tout irrationel x €]0, 1[ admet un unique développement en fraction continue,
c’est a dire qu'il existe une unique suite (an)new., d’entiers strictement positifs telle que :
1
rT=—

a; + T
a2+a3+i

Décrire le comportement de g sur les fractions continues.

Correction : Il s’agit simplement d’un calcul : si n est un entier strictement positif et y €]0, 1], on a

< ! )—n—i— —n+y]=
gn+y— Y yl=y

Ainsi pour g envoie la fraction continue associée & (an)new=o SUL (Gnt+1)news,-
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Série 4 — Correction (corrigée le 18/03/2020)

Exercice 1. Soit O un ouvert non-vide de R%, montrer qu’on peut trouver un pavé ouvert rationnel
non-vide P tel que P C O.

Correction : Comme O est non-vide, on peut choisir x € O. Comme O est ouvert, il existe une boule

ouverte B de centre z et de rayon € > 0 telle que B C O. Notons € = - et Pour tout i € d, on a :

Vd
x,—€ <ax; <xp+€.
Comme Q est dense dans R, on peut trouver deux rationnels y; et y;" tels que :
- € <y, <xi <yl <azi+e€.
Soit
P =lyg,yo + ¥Jyr sy + < Jygg, yaog + [
Montrons que P C O. Soit y € P, On a :
d

d
lo—yl? = (@i—p)? <> ?=¢é
=1

i=1
Ainsi, ||z — y|| < € et doncy € B C O. Donc P C O.

Exercice 2. Soit a € R* et y € R On définit ’homothétie de centre y et de rapport a comme la
fonction
h R? — R4
z = alz—y)+y.

(1) Soit A C R%, montrer que A(h(A)) = |a|9\(A).

Correction : Soit A C R?, on rappelle que par définition,

ANA) = inf vol(R;) » .
4) (Ri)ieIERP(A){iGZI ( )}

Pour R = (R;)icr € Rp(A), notons W(R) = >, ; vol(R;).

On remarque la chose suivante : si P est un pavé ouvert, h(P) lest aussi et vol(h(P)) =
la|?vol(P). D’autre part, si R = (R;)ic; € Rp(A), h(R) := (h(R;))icr € Rp(h(A)) et U(h(R)) =
lal " T(R).

Enfin I'application h est inversible et son inverse h~' est I’homothétie de centre y et de rapport
l.

Tout ce que I'on vient de dire est donc aussi valable pour h=! (il faut changer a en %)

Soit R = (R;)icr € Rp(h(A)), on a ¥(R) = |a|¢U(h~Y(R)) > |a|¢\(A), donc A(h(A)) >
|al “A(A).

Soit R = (R;)icr € Rp(A),ona¥(R) = #\If(h(R)) > ‘a%/\(h(A)), donc \(A) > ﬁ)\(h(A))
Finalement, A\(h(A)) = |a|?\(A).

(2) Soit A C RY montrer que A est A-mesurable si et seulement si h(A) est A-mesurable.

Correction : On va utiliser la caractérisation de A-mesurable de Carathéodory.
Soit A C R, supposons A A-mesurable. Ainsi, pour tout B C R¢,

MB) = MANB) +A(B\ A).
Soit C C R? et notons C' = h=*(C). On a :
MC') = MANC') +A(C'\ A).



D’aprés la question précédente, on a :
AR(C") = AMh(ANC)) + Xh(C"\ A)).
Orona:h(ANC") =h(A)Nh(C)=h(A)NC et h(C'\ A) =h(C")\ h(A) = C\ h(A) (car h
est bijective), donc :
AMC)=Ah(A)NC) + A(C\ h(A)).
Cette égalité est valide pour tout C C R%, donc h(A) est mesurable.
Pour la réciproque, on applique ce résultat a ’homothétie h=! et a I’ensemble h(A).
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Série 5 — Correction (corrigée le 25/03/2020)

Exercice 1. (1) Soit f: X — Y une application et A une tribu sur Y. Montrer que f~!(A), inclus

dans P(X), est une tribu sur X. On l'appelle tribu image réciproque de A sous f.

Correction : II faut montrer que la famille f~*(A) contient X, quelle est stable par passage au
complémentaire et qu’elle est stable par union dénombrable.

On a X = f~1(Y) et comme A est une tribu, Y € A, ainsi, X € f~(A).

Soit maintenant B = f~'(A) € f~1(A) avec A € A, on veut montrer que B° = X \ B €
f~YHA). On a B¢ = f~1(A°) (si ce n’est pas clair, prouvez-le), or A est une tribu, donc A° € A
et donc B¢ € f~1(A).

Soit maintenant B € f~1(A)“. Pour tout n € w, on peut trouver A, € A tel que B, =
71 (Ay). Notons A" = ,,c., An €t B' = U,,c,, Bn- Comme A est une tribu, A’ € A. Montrons
que

new

B =f! (U An> = J 1A =1A),
ncw new
ce qui conclura.

Soit x € B’ fixé quelconque et soit n € w tel que x € B,,. On ax € f~1(A,) C f~1(A4").
Ainsi B" C f~1(A’). Réciproquement, soit x € f~1(A’) fixé quelconque, ce qui signifie que
f(x) € A’. Soit n € w tel que f(x) € A,. Ainsi z € B,, C B’ et donc f~(A’) C B’ et finalement
f~Y(A") = B'. Finalement, f~'(A) est bien une tribu.

Soit f: X — Y une application et F inclus dans P(Y). Montrer que f~! (o(F)) = o (f*(F)) .

Correction : On rappelle que si F est une famille de partie de Y, o(F) désigne la tribu engendrée
par F, c’est a dire la plus petite tribu contenant F.
La tribu f~'(c(F)) contient la famille f~'(F), donc o (f~*(F)) C f~(c(F)).
Pour la réciproque, on considére 'ensemble de partiedeY A= {B C Y|f~Y(B) € o (f~*(F))}.
Commencons par montrer que c’est une tribu.
— OnaYeAcar f1(Y)=X € o (f7HF)).
— SiBe A ona f (B = f~Y(B)" et comme f~}(B) € o (f~YF)), f~Y(B) aussi. Donc
Bee A
— Soit B € A“ on a

f_l (U Bn) = U f_l(Bn)a
new new
et comme pour tout n € w, f~1(By) € o (f7HF)), Unew /' (Bn) € o (f71(F)) et donc
Upnew, Bn € A.
On a F C A et donc o(F) C A. D’autre part, par définition, pour tout B € A, f~1(B) €
o (f~X(F)). Ainsi pour tout B € o(F), f~1(B) € o (f~*(F)) et donc f~ (c(F)) C o (f~H(F))
et finalement, f~(c(F)) = o (f~1(F)).

Soit g: R — R une bijection qui envoie tout pavé ouvert de R? sur un borélien de R%. Déduire
des questions précédentes que g envoie tout borélien de R? sur un borélien de R¢.

Correction : On applique les questions précédentes & f := g~ en se souvenant que la tribu
borélienne est engendrée par les pavés ouverts. En posant F la famille des pavés ouverts de R? et
B = o(F) la tribu borélienne de R%. Soit B € B, on a d’aprés la question (2) : f~*(B) € o(F) = B,
donc g(B) = f~(B) est borélien.



Exercice 2. Soit (X, A, 1) un espace mesuré. On dit qu'un ensemble N C X est p-négligeable s’il
existe A € A tel que N C A et p(A) = 0. On note NV, la collection de toutes les parties p-négligeables
de X.

(1) Uniquement dans cette question, on suppose que A = P(X), ce qui fait de p également une
mesure extérieure. Montrer que la définition des parties négligeables pour une mesure ci-dessus
correspond & la définition des parties négligeables pour une mesure extérieure vue dans le cours.

Correction : On rappelle que si ¢ est une mesure extérieure, une partie A de X est ¢-négligeable
si p(A) = 0.

Supposons qu’une partie N € A est u-négligeable(cours). On a N C N € A et u(N) = 0, donc
N est p-négligeable(exo).

Supposons qu’une partie N € A est u-négligeable(exo). On a N C A € A et u(A) = 0, par
croissance de v (qui est une mesure extérieure), on a 0 < u(N) < u(A) =0 et donc u(N) =0 et
N est p-négligeable(cours).

(2) Montrer que N, est un anneau d’ensembles.

Correction : On rappelle qu’une famille non-vide F est un anneau d’ensemble si
A BeF<(AUBetA\BEF).

On a p(0) =0, donc O € N, et donc N,, # 0.

Soient N1, Ny € N,,. On se donne A, et Ay tels que N; C A; et u(A;) =0 pour i = 1,2. On
a Ny UNy C Ay U Ay et pu(Ay U Asz) < (A1) + pu(Az) = 0. Donc Ny U Ny € N,,. D’autre part,
N1\ N2 C Ay et donc Ny \ Ny € N,,. Ceci montre bien que N,, est bien un anneau d’ensemble.

Notons dés a présent, qu’une réunion dénombrable de négligeable est toujours négligeable.

(3) Montrer que A= {AUN; Ae A, N € N} est une tribu.

Correction : On a bien X = X U € A. Soit A € A fixé quelconque. Fixons B,C € A et
N € N, tels que :
A=BUN, NCC et u(C)=0.
On a
A°=(BUC)=B°NN°=B°N(N°N(CUC®) =(B°NN°NCHYU(B°NN°NC)=(B°NC)U(B°NN°NC).

La derniére égalité bien du fait que C° C N°. Comme B et C sont dans A, BN C° est dans A.
De plus BENN°NC C C et donc B NN°NC € N,,. Ce qui montre que A° € A.

Enfin Si A € A, pour tout n, on peut choisir B, € A et N, € N, tels que A, = B, UN,,.

On
) U A4n=JBaUN) =] BaU [ J N

new new new new

Or comme A est une tribu, | B,, € A et d’aprés la remarque faites a la question précédente,
Uncw Nn € Ny Ainsi, |J

new

new An € A et finalement A est une tribu.
(4) Montrer que i: A — [0;+00], AUN — pu(A) (pour A€ Aet N € N,.) est bien définie et une
mesure sur (X,.A). On dit que ’espace mesuré (X, A, 1) est le complété de (X, A, n).

Correction : Montrons tout d’abord que ji c¢’est bien défini. Soit A € A et soit By,By e Aet
N1, Ny € N, tels que
A:BIUNl = By U Ns.
On veut montrer que [i(A) ne dépend pas de la décomposition choisi et donc que p(By) = pu(Bs).
Soit Ay € A tel que Ny C As et u(A2) =0. On a By C By UN; C Bo UNy C By U Ay et donc
w(B1) < u(Bz) 4+ 0 et donc par symétrie u(By) = p(Bs) et ainsi i est bien définie.
On veut maintenant montrer que [i est bien une mesure. On a clairement (()) = 0. Reste a

montrer la o-additivité. Soit A € A¥ disjoint. Pour chaque n € w, on choisit une décomposition
A, =B, UN, avec B, € Aet N, € N,,. On a

U= (Ua)o(us)

new new new



avec U,,., Bn € A disjoint et |J, ., N» € N,, disjoint. Finalement on a :

new new

ﬁ(U An> =M<U Bn> = > w(Bn) = fi(An).

new new new new

Et donc 1 est une mesure.
(5) On suppose ici que A = {0, X} est la tribu grossiére. Décrire le complété de (X, A, p).

Correction : Il y a deux cas a considérer : u(X) =0 et u(X) # 0.

Si (X)) = 0, toutes les partie de X sont p-négligeables et donc A = N, =P(X).

Au contraire si u(X) # 0, aucune partie non vide de X n’est négligeable et donc N,, = {0} et
par suite, A=A

(6) On suppose ici que la tribu A contient le singleton {a} ot a € X, et que p = p, est la mesure de
Dirac au point a. Décrire le complété de (X, A, p).

Correction : Notons §, la mesure de Dirac au point a. On va montrer que la tribu complétée
A est égale a P(X).

Comme {a} € A, I'ensemble {a}® € A. Par définition de la mesure de Dirac, 0,({a}¢) = 0.
Soit A C X, on peut écrire A = (AN {a})U (AN {a}°).

L’ensemble (AN{a}) est soit vide, soit égale a {a}, dans les deux cas il est dans A. L’ensemble
(AN {a}®) est inclus dans {a}® dont la mesure est nulle et il est donc dans N,,. Ainsi A € A.
Comme A était quelconque, on a bien P(X) = A

Exercice 3. Soient £ = B(R;R) C R® I'espace de Banach des fonctions bornées, muni de la norme
uniforme || - ||o. On note h, = (z — a + k(z — a)) € R® Phomothétie de centre a € R et de rapport
ke R>0.
On définit les deux ensembles Dy := Roy/0 et Dy := Dj = Ry /o, et Papplication T' € EF par
T(f)lp, = hiaj20 fohizpour f € Eetic{0;1}.
(1) Montrer que T est bien dans E¥, et que pour tous f,g € E , on a |T(f) —T(g)lls < [If — gl
(en particulier que T est contractante).

Correction : Soit f € E, il existe M > 0 tel que f(R) C ([-M, M]). On en déduit hg /s o
fohos(R) € [Z£, %] et hiipo fohisR) C [1+ =L, 1+ %] et finalement T(f)(R) C
(=M, 1+ 2], Ainsi T € EP.

Soient f,g € E,xo € R et ig € {0,1} tel que zg € D;,. Notons yo := hjy o, (o). On a :

T(f)(xo)=T(9)(w0) = hig172(f (hiwo (£0)))=hig,1/2(9(Rig,z0 (€0))) = hig,1/2(f (40))—=Tig,1/2(9(10)) =
et donc |T(f)(x0) — T(g)(x0)| < 3|f — gll et finalement | T(f) — T(g)|| < IIf — 9.

DN | =

(2) En déduire que I’équation T'(g) = g admet une unique solution go dans £ = B(R;R).

Correction : (’est une application directe du théoréme de point fixe de Banach qui nous dit
que si ¢ est une application contractante sur un espace métrique complet, alors est admet un
unique point fixe.

(3) On définit le sous-ensemble Fo C B(R;R) composé de toutes les fonctions f continues, crois-

santes, nulles sur | — oo; 0], égales a £ sur [4;2] et égales & 1 sur [1;+ool.

Montrer que F¢ est un fermé de B(R;R) stable par I’application 7'

Correction : L’ensemble F¢ est intersection dans B(R;R) de
— Densemble des fonctions continues

— Densemble des fonctions croissantes

— l'ensemble des fonctions constantes égales a 0 sur |
— l’ensemble des fonctions constantes égales a & sur [%, 3]
— l'ensemble des fonctions constantes égales a 0 sur [1,4o00[

(f(yo) — 9(0)) -



On montre facilement que chacun de ces ensembles est un sous-ensemble fermé de B(R;R). Ceci
implique que F¢ est fermé.

Soit f € Fg, T(f) est continue et croissante sur Dy et D; comme composée de fonctions
continues et croissante. De plus pour x € 3,3, on a T(f)(z) = 1 f(3z) = % et pour x € [3, 2],
onaT(f)(z)=3fB(x—1)+1)= f(3z —2) = 3. Donc T(f) est constante égale a § sur [, 2]
et en particulier continue en % donc continue sur R.

On vérifie facilement que T'(f) est constante égale 4 0 sur | — 0o, 0] et constante égale a 0 sur
[1,+o0] et donc finalement, on a bien T(f) € F¢.

Conclure que gg € Fe.

Correction : On peut appliquer une nouvelle fois le théoréme de point fixe mais en voyant
maintenant T comme une application de Fc dans Fo qui est complet comme fermé dans un
complet. On obtient ainsi un unique point fixe dans F¢ ce point fixe est nécessairement g.
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Exercice 1. (1) Soit f: X — Y une application. Peut-on toujours trouver des tribus Ax, Ay,
respectivement de X et Y, telles que f est mesurable pour ces tribus?

Correction : Oui, cela existe toujours : en effet si on prend Ax = P(X), I'application est
trivalement mesurable. De méme si on prend Ay = {0,Y} (la tribue grossiére), alors f est
trivialement mesurable.

De maniére un peu plus intéressante, on peut fixer Ay et poser Ax = f~!(Ay. On a vu dans
la série 5 précédente que Ax était une tribu.

Et enfin, si on fixe Ax on peut considérer la tribu de Y
{BcY|fY(B)c Ax}.

On a montré dans la série précédente le caractére tribu de cette ensemble de partie de Y.

(2) Méme question en remplagant « mesurable » par « non mesurable ».

Correction : Cela dépend de f : soit f est constante et dans ce cas f est mesurable quelquesoient
les tribus sur X et sur Y.

Si au contraire, f n’est pas constante, elle prend au moins deux valeurs distinctes y; et yo. Si

Pon considére Ax = {, X} et Ayo({{y1},{y2}}) CP(Y).Ona f~*({;n}) #0et f~1({n}) # X,

donc f n’est pas mesurable.

(3) La phrase suivante est-elle correcte ?
Pour tous ensembles non-vides X et Y, il existe une fonction f: X — Y telle que pour toutes
tribus Ax sur X et Ay surY, f est mesurable.
Justifier.

Correction : Qui, il suffit de considérer une fonction constante.

Exercice 2. Montrer que le suprémum d’une famille non dénombrable de fonctions Lebesgue-mesurables
a valeurs dans R>( n’est pas forcément Lebesgue-mesurable.

Correction : On sait d’aprés le cours qu’il existe un ensemble non mesurable V' C R. Pour v € V, on
définit f, = xqvy: R — R>¢. Pour tout v € V, la fonction f, est étagée (car tout singleton est Lebesgue-
mesurable car fermé), et donc Lebesgue-mesurable. On a f = sup,cy fu = Xv et cette fonction n’est
pas mesurable car f~*({1}) = V n’est pas mesurable.

Exercice 3. Montrer que si f: R — R est monotone, alors elle est Lebesgue-mesurable.

Correction : Quitte a considérer —f, on suppose que f est croissante. Il suffit de montrer que f~'(] —
00, al) est Lebesgue-mesurable pour tout a € R. Soit M = sup{z € R| f(z) < a} = sup f~1(Joo, al).
Trois possibilités : M = —oo, M € R, et M = +o00.
— Si M = —o0, ceci signifie, par convention, que f~!(]Joo,a[) = 0.
— Si M € R, on distingue encore deux cas : soit f(M) < a, soit f(M) > a.
— Si f(M) < a, on a f~!(Joo,a[) =] — oo, M]. L’inclusion | — oo, M] C f~*(Joo,a]) vient de la
croissance de f. L’inclusion f~!(]oo,a[) =] — oo, M] vient de la définition de sup.
— Si f(M) > a, f~*(Joo,a]) =] — oo, M| pour essentiellement les méme raisons.
— Enfin si M = 400, f~1(] — o0, a]) = R pour les méme raison que précédemment.
Dans tous les cas f~1(] — 0o, a[) est mesurable, donc f est mesurable.



Exercice 4. Soient f,g: Q — R. Supposons que I’ensemble des points « de R ou f(x) # g(z) soit
Lebesgue-négligeable. Montrer alors que f est Lebesgue-mesurable si et seulement si g lest.

Correction : Notons N I’ensemble sur lequel f et g différent. Il est négligeable donc mesurable car la
tribu de Lebesgue est compléte pour la mesure de Lebesgue (cours).

Notons h = f — g. Pour l'instant on ne suppose rien ni sur f ni sur g. On va montrer que h est
mesurable. Soit A € A, fixé quelconque. De deux choses I'une : soit 0 € A soit 0 ¢ A.

Siog A, hm1(A) Ch YR\ {0}) =N et donc h=! est lui-méme négligeable donc mesurable.

Si au contraire, 0 € A, h=*(A)¢ = h™1(A°) est mesurable d’aprés le cas précédent et donc h=1(A)
est mesurable.

Ainsi dans tous les cas h™1(A) est mesurable et donc h est mesurable.

Supposons f mesurable. Comme g = f — h, la fonction g est mesurable. Réciproquement,si g est
mesurable, comme f = g+ h la fonction f est mesurable.

Exercice 5. Le but de cet exercice est de construire deux fonctions Lebesgue-mesurables F, G dont la
composée GG o F' n’est pas Lebesgue-mesurable.

Soit g: R — R la fonction continue, strictement croissante, surjective et telle que A1 (§(K3)) = 1
construite dans le cours.

(1) Montrer que § est un homéomorphisme de R dans R. En déduire que F := g !

mesurable.

est Lebesgue-

Correction : Rappelons qu’un homéomorphisme est une fonction bijective continue d’inverse
continue. Il est utile de chercher un exemple de bijection continue qui n’est pas un homéomor-
phisme.

C’est un fait général qui ne dépend pas de la fonction § en question. En effet, on va montrer
le lemme suivant :

Lemme. Soit f: R — R une fonction strictement croissante et surjective alors f est un homéo-
morphisme.

Démonstration. De maniére surprenant, la partie difficile de ce lemme est de montrer que la
fonction f est continue.

Soit € R et € > 0. Comme f est surjective, on peut trouver z1,z_ € R tels que f(z4) =
f(z)+e. Comme f est strictement croissante, onax_ < z < 4. Notons n = min(x—z_, x4 —x) >
0. Soit maintenant y € R tel que |x —y| <7, on a donc z_ < y < x4 et par croissance stricte de
fy flx)—e< f(y) < f(x)+eet donc |f(z) — f(y)| < e. Ainsi f est continue en z et donc sur R.

Remarquons que la croissance stricte de R implique l'injectivité de f.

Pour montrer que f~! est elle aussi continue, il suffit de remarquer qu’elle est elle-aussi surjec-
tive (par définition) et strictement croissante (par croissance stricte de f). On peut alors appliquer
ce que 'on vient de démonter pour f. O

(2) Montrer que §(K3) admet une sous-partie A qui n’est pas dans Ay, . On fixera un tel A dans la
suite.

Correction : Par hypothése, A\1(§(K3)) = 1, donc d’aprés le théoréme de Vitali, il existe une
partie A inclue dans §(K3).

(3) Soit G := xp(a)- Montrer que G est Lebesgue-mesurable.

Correction : Comme A C K3, F(A) C F(§(Ks)) = Ks. Le Cantor est négligeable donc
Lebesgue-mesurable, et par suite F'(A) aussi. Ainsi, G est une fonction étagée et est donc mesu-
bable.

(4) Montrer que G o F n’est pas Lebesgue-mesurable.

Correction : Il suffit de trouver un borélien dont I'image réciproque par GG o F' n’est pas pas
Lebesgue-mesurable. Le singleton {1} est un fermé, il est donc borelien. Calculons maintenant

(GoF)~1({1}).
(GoF) '({1}) = {z €R|Go F(z) =1} = {z € R| F(z) € F(A)} = A



1

La derniére égalité vient de fait que F = ¢~ est bijective.
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Exercice 1. Soit (£2, .4, 1) un espace mesuré, f une fontion mesurable de 2 dans R>(. Supposons que

f < 4oo. Montrer que pour tout € > 0, il existe A € A tel que u(A) < 00 et / f> / f—e
A

Q Q

Correction : Soit ¢ > 0 fixé quelconque. Par définition de lintégrale, il existe e € E(f), telle que
Je> [f—e Notons e = Y .crAixa, avec I fini. Notons J = {j € I|\; # 0}. Pour tout j € J,
1(A;) < oo car Aju(A;j) = [Ajxa, < [ f < +oco. On considére ensemble A = Ujes 4. 11 s’agit d’un
ensemble de mesure ﬁm en effet : p(A) <3 . ;u(A;) < +oo. De plus, xae = e. On a donc

Jr=[e=[ex[i-c

Exercice 2. Trouver un exemple de suite de fonctions (f,)new € M(R,R>0)* telle que :
— la suite (fy)new converge ponctuellement vers une fonction mesurable g,

— la suite ( / fn> € RY, converge vers / g,

— il existe A € Ay, tel que la suite (/ fn> € R;O ne converge pas vers / g.
A A

new

Correction : En fait on peut montrer que ce n’est pas possible si g est d’intégrale finie.
Pour n € w, on définit :
fn: R — Rzo
1 si—n<z<0,
r 1 sin<zx<n+1,
0 sinon.
Pour tout n € w, la fonction f, est étagée (c’est la fonction caractéristique d’un fermé) et on a
J fn =n+1. De plus la suite f converge ponctuellement vers g := xr., qui est elle-méme étagée. On
a [ g = +oo donc la suite [ f, converge vers [ g. -
Posons A = R>¢. D’une part, pour tout n € w on a inf, f, = 1, donc lim fA fn = 1. D’autre part

Ji9=0.

Exercice 3. On considére w muni de la mesure de comptage. Soit a € RY,. Que vaut / a? Justifier.
w

Correction : Rappelons que la mesure de comptage i est donnée par :

p: Plw) — Rxo
#X si X est fini,

X = wX)= .
400 sinon.

On a / a= Z an. Montrons le!
w

new
Supposons qu'il existe un x € Rsq tel que J := a~([z,+o0[) = {n € w|a, > x} est infini. On a

alors
/aZ/OCXJ=+OO~

D’autre part comme J est infini, on a pour tout N € w

> an > an > sumpesz > Na.

nw neJ



et donc ), . = +oo. Supposons maintenant que pour tout x € Rsg, a'([z,+oc]) est fini. Soit
e € £(a), notons e = Y, ; Aixa, avec I fini, \; > 0 et A; C w. Pour tout i € I, A; est fini, donc
A =J;er Ai est fini. On a :

/e:/Aeéze(i)Szaiﬁzai-

i€EA i€A S

Exercice 4 (Difficile). (1) Soit (€, .4, 1) un espace mesuré complet, A et B deux parties () mesu-

rables et disjointes et f: ©: R>q. Montrer que

/ / / .
AUB A B
COI‘I‘eCtlon .

Soit e € E(fxaup)- On a e = exaup = exa + exp. Orexa € E(fxa) et exp € E(fxB).

Ainsi :
S [omfors fowws [ 1+ [

en passant au sup, on obtient [, - f < [, f+ [ .
Réciproquement, sies € {xa et ep € {xB, on aes + ep € {xaus, donc

/€A+/eB=/eA+eBS/AUB-
Jow L0

On peut naturellement généraliser ceci par récurence a toutes union finie de partie mesurables
deux a deux disjointe.

Ainsi,

(2) Soit [a, b] est un intervalle de R munis de la mesure de Lebesgue et f: [a,b] — R>( une fonction
continue, montrer que f est égale & 'intégrale de Riemann de f entre a et b.

[a,b]
Indication : on pourra découper [a,b] en petits intervalles semi-ouvert disjoints.

Correction :

La fonction f étant continue sur un segment, elle est Riemann-intégrable. D’autre part elle est
mesurable et positive. On sait donc aussi 'intégrer au sens de Riemann. Pour éviter les confusions,

b
on note ¢ f l'intégrale de Riemann de la fonction f entre a et b.
a

On sait (Analyse I) que, comme f est Riemann-intégrable,

b e: [a,b] = Rx b E: [a,b] = Rxg
sup ¢ e | e en escalier et inf ¢ E | FE en escalier
a e < f a FE > f

b
existent et sont égaux, cette valeur commune est ¢ f-
a

On remarque qu’une fonction en escalier est étagée (car les intervalles ouverts et fermés sont
des boréliens), et pour ces fonctions on a (par définition) :

%b /= [a,b] /

e: [a,b] — Rxg
e en étagée
e<f

Rappelons que

f =sup / e
[a,b] [a,b]



Comme les fonctions en escaliers sont étagées, on a :

b e: [a,b] = Rxo e: [a,b] — Rsg
¢ e | e en escalier C / e | e en étagée
« |e<y @i | e<f
On en déduit :
b b e: [a, b] — RZO e: [a, b] — RZO
¢ f =sup ¢ e | e en escalier < sup / e | e en étagée = / f
a a e < f la,b] e< f [a,b]

Montrons autre inégalité. Soit e € £(f) et E une fonction en escalier telle que f < E. On a

évidemment e < E donc
b
/ e < / o 3& E.
la,b] la,b] a

Comme ceci est vrai pour n ‘importe quelle E, on a :

b E: [a,b] > Rxg
/ e < inf ¢ FE
[a,b] a

b
E en escalier = ¢ f
a
Comme ceci est vrai pour n’importe quelle e, on a
)

E>f
e: [a,b] — Rsg b
f =sup / e | e en étagée §¢f
[a,b] [a,b] a

e<f
b
On a donc montré / f= ¢ f.
la,b] a

Une approche un peu plus pédestre (qui se servait de la question 1) :

Notons que si I est un intervalle inclus dans [a,b], x; est Riemman intégrable et étagée et on

) fo [

Soit € > 0. Comme [a, b] est compacte, il existe N > 0 tel que pour x,y € [a,b], si |z —y| < "_Ta
alors | f(b) — f(a)] < 75;-

Pour k € N, notons ay = a+kb’T‘1 et I, = [ag,ap41[, sik < N —1et Iy =[Ap-1,b]. On a

donc
[avb] = |_| Iy
keN
Enfin, notons my, = infyeq, f(x) et My, = sup,¢;, f(x). On a My —my < 3=

On considére les deux fonctions g, h: [a,b] — R<( données par :

N-1
g= MEXT, et h = Z Mixr,
j i=0

Onag<f<het(h—f)(z)<+= On adonc:

Finalement,

pre[rrepse

Comme ceci est vrai pour tout €, on a



(3) Soit @ € Ry et B
f: R — RZO
z = exp(—ax).
Calculer I

RZO

. . 1 .
Correction : Sans surprise, on va montrer que / f = —. Pour ce faire, on va montrer deux
REO
inégalités.
Soit x € R>,. On a fx[o < f, donc

/[O’m]f—/X[o,m]fS/f

grace a la question 2, on obtient

ca-emy< [

«@
. . 1

Comme ceci est vrai pour tour x, ona — < [ f.
!

L’autre inégalité est un peu plus subtile. Soit e € E(fxr.,). On écrit e = Zle a;xa,, avec les
A; mesurables et les a; > 0. Comme f tend vers 0 en +00, chacun des A; est borné, et donc leur
union A aussi : A C [0, M| pour un certain M.

On a donc e € E(fx|o,m)), et donc

1
/6:/ GS/fX[o,M]:¢ f<—.
[0,M] [0,M] Q

Finalement, on a bien : f=
RZO

QI
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Exercice 1. (1) On considére la fonction f: R > z — X]O\’}gm) € R. Montrer que f € L'(R, R), mais
f? ¢ L'(R,R).

Correction : Considérons la suite (gn)necw définie par g, = fX[¥ 1--1,]
n+2° n+2

croissante, converge ponctuellement vers f et pour tout n € w, g, est mesurable, donc d’aprés
le théoréme de converge monotone, on a : [ f = [limg, = lim [ g,. Or on sait calculer [ g,
grace a la série précédente : c’est égale I'intégrale de Riemann de g, (car g, est continue sur

L }).Ona:

[L 1
n+27 n+2
1- -1 1 1 n—00
n:2 n+2:2 17772 - 2<
/g [2v7] == \/ n+2 \/n T2 >
Donc f est dans L'(R,R). On applique le méme théoréme a f? et (gi)nEw. On obtient : [ f* =
lim [ g, et :

. La suite g est

2 1*ﬁ 1 1 n—o00
=l =Inl— —1
[ =@ — 1t e

Donc f% ¢ L'(R,R).
(2) Trouver des fonctions f,g: R — R pas toutes deux dans L*(R,R) telles que fg € L'(R,R).

Correction : On peut par exemple prendre f n’importe quelle fonction de L'(R,R) et g la
fonction unité i.e. la fonction xg dont I'intégrale est infini. On a donc g ¢ L'(R,R), mais fg =

fe LY (R,R).

Exercice 2. Soit f € L' (Q,[0;1]) telle que [ f = [ f2.
Montrer qu’il existe A € Lq telle que f = x4 presque partout.

Correction : On consideére la fonction g = f — f* = f(xa — f). Elle est a valeur positive et [ g =
J f= [ f?=0. Donc, d’apres le cours, g est nulle p.p. ¢’est-a-dire qu’il existe N de mesure nulle telle
que g(x) = 0 pour tout x € Q\ N. Ceci implique que pour tout x € Q\ N, f(z) =0 ou f(z) = 1.
Notons A = f~1({1}). C’est un mesurable car I'image réciproque d’un fermé. Pour tout x € Q\ N, on
a f(x) = xa(z). Donc f = xa p.p., eneffet six € A, f(x) =1 par définition de A et sinon f(z) = 0.

Exercice 3. Trouver une suite de fonctions f € (Ll(Q,E))W telle que :
— la suite f converge ponctuellement vers une fonction f., intégrable,
— la suite ([ fn), ., ne converge pas vers [ foo.

Correction : On peut par exemple prendre la suite (X[nmﬂ]) . Elle converge ponctuellement

necw
vers la fonction nulle d’intégrale nulle et pour tout n, fX[n,nJrl] =1.

Exercice 4. Trouver deux fonctions f,g: R — R et une propriété P(x) dépendant d’une paramétre
z € R telles que f = g p.p. et f satisfait P p.p., mais pour tout z, g ne satisfait pas P(z).

Correction : On peut prendre f la fonction nulle, g = xg et P(z) la propriété “étre continue en z”.
Les fonctions f et g sont égales sur le complémentaire de Q et Q est négligeable, donc f = g p.p..

Par ailleurs, comme Q est dense dans R, g n’est continue nul part. Mais la fonction nulle est clairement
continue sur R.



Exercice 5. Soit f: [0,1] — R intégrable au sens de Riemann. Soit (ej)kew €t (Ek)kew deux suites de
fonctions de [0,1] dans R en escaliers telles que e < f < Ej pour tout k et

(1)

(5)

1 1
lim er = lim Ey (au sens de Riemann).
k— 400 0 k— 400 0

Justifier 'existence de ces deux suites et montrer qu’on les supposer croissante pour e et décrois-
sante pour E. Ce que 'on fait dans la suite.

Correction : Rappelons qu’une fonctions h: [0,1] — R est dite en escalier, si il existe une
suite 0 < a9 < a1 < -+ < ap < 1 telle que h soit constante sur chaque intervalle ouvert
lai,a;+1]. L’existence est une conséquence de l'intégrabilité au sens de Riemann : Comme f est

Riemann-intégrable,
e en escalier | inf ! B E en escalier
e< f. o 0 E>f. ’

1
sup{/ e
0

On peut donc trouver deux suites (€;)rew et (Ex)rew qui convergent vers cette valeur commune.

Pour s’assurer que ces suites sont respectivement croissante et décroissante, on utilise le fait
suivant : si s1 et s sont deux fonctions en escalier, alors max (s, s2) et min(sy, s2) sont elles-aussi
en escalier. On construit alors (eg)ke, €t (Ex)kew par récurrence :

€0 =€y, €n=max(e,,e,_1) et FEp= Eo, E,= min(F,, E,_1).

Montrer que les suites e et £ admettent des limites. On les note ey, et Fo.

Correction : Pour tout point x, la suite de réels (ey(x))kew (resp. (Ex(x))rew) €St croissante
(resp. décroissante) et majorée (minorée) par f(x) (resp. minorée) donc converge.

Montrer que les fonctions ey, et F, sont mesurables et sont égales p.p.

Correction : On a e = supy¢, er et Eo = infie,, By et pour tout k € w, e, et Ey, sont
mesurables, donc e, et E., sont mesurables.
Pout tout k, on a :

1
Eoo_eooS Ek—€k=¢Ek—€k.
0

[0,1] (0,1]
Or on sait que cette derniére quantité tend vers 0 quand k tend vers +oo. Donc Eo —es <0,
[0,1]
mais F., — e > 0 donc finalement FEs —eso =0 et donc Eo, = €5 p.p..
[0,1]

Montrer que f est mesurable et qu’elle est intégrable.

Correction : Notons X I'ensemble des x € [0,1] tel que E(x) # e(x). C’est ensemble est de
mesure nul. Sur [0,1]\ X, f = E et donc f(z) = E(x) p.p., donc, comme E est mesurable, f est
mesurable.

On note A I'ensemble (e — Eoo)~1({0}) privé de tous les points de discontinuités des fonctions
er et By pour tout k € w. Montrer que f est continue sur A.

Correction : Notons tout d’abord que le complémentaire de A dans [0,1] est de mesure nulle, donc
on aura montré que f est continue presque partout.

Soit x € A. Comme x n’est le point de discontinuité d’aucune des fonction e, et E,, il existe une
suite d’intervalle ouvert |ay, bi[, tel que pour tout k x €)ag,by| et ey et Ej sont constantes sur cet
intervalle (égale respectivement a ey () et Ex(x)). Soit € > 0, comme = € (eso — Eno) 1({0}), il existe
Nuw, tel que pour tout k > N, |Ey(z) — ex(z)| < e. Pour tout y €]an,by[, on a :

—e<en(z) - En(z) = en(y) — En(2) < f(y) — f(2) < En(y) —en(z) = En(z) —en(z) <¢,

ce qui montre que f est continue en x.
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Exercice 1. Soient f, g € R? deux fonctions pas nécessairement mesurables telles que 7 1, Tg, [f et

J g soient différents de foc.

(1)

Montrer que if <[f.

Correction : On rappelle que

/f:sup{/h’heLl,hgf} et /f:inf{/h’heLl,hzf}.

Pour alléger, on note :
L'(f)y={heL'h<f} et LYf)={heL'lh>f}.

L’hypothése faites sur les intégrales supérieure et inférieure de f implique que ces ensembles sont
non-vide. Pour toutes hy € L(f) et hy € L'(f), on a hy < f < hy, et comme h; et hy sont dans
L' on peut appliquer la monotonie : [ h1 < [ ha, en passant au sup (pour hi) et a I'inf (pour

h2), on obtient [ f < Tf.

Montrer quei—f =—/f.

Correction : Soit h € L1(f), alors —h € L*(—f), et de plus [ —h = — [ h. En passant au sup
pour h (donc a I'inf pour —h), on obtient Montrer que [ — f = —[f.

Montrer quei(f%—g) Zif*’ig-

Correction : Soient hy € L'(f) et hy € L1(f), on a hy + hy € L* et hy + ha < f + g, donc
hy+hy € LY(f + g). Ainsi, on a :

/h1+/h2:/(h1+h2)</f+9-

Finalement en passant au sup sur hy et hy, on obtient [(f+g)> [f+ [g.

Montrer que T(f +g) < Tf + Tg.

Correction : On applique les deux questions précédentes :
/(erg):*/*(erg)Sf/fff/fg:/er/g.

Montrer que : f+g € L*(Q,R) = [(f+g) = ferTg. On pourra utiliser que f = (f+g)+(—g).

Correction : Comme f+g€ L', ona [(f+g)= [(f+9) = [(f+g). On suit I'indication (et
g=f+g+(—f)) et on se sert des questions précédentes. On obtient :

[r= [uvas [a=[e+o-[o
/g</(f+g)+/(—f)=/(f+g)—/f,

et donc f(f—&-g):if‘*‘jg-



(6) Soit A une partie de R?. Montrer que TXA < A*(A), ot A* est la mesure extérieure de Lebesgue.

Correction : Si \*(A) = +oo, il n’y a rien a montrer. On suppose donc dés a présent que
A (A) < +00. Soit (A;)ier un recouvrement de A par un nombre au plus dénombrable de pavés
ouverts de R? tel que Y, ; A(A;) < oo. Pour tout i € I la fonction x4, est mesurable et donc
(pourquoi?) g := Y. ; xa, est mesurable et pour tout x in Re, g(z) > 0 et pour tout x € A,

g(x) > 1. Finalement, g > x4 donc g € LY(A). Par ailleurs, on a :
/XA</9—/ZXA —Z/XA = (A
i€l iel iel

En passant a I'infimum, sur les recouvrements, on obtient f xa < A (A).

(7) En utilisant des théorémes du cours et les questions précédentes, trouvez des exemples de f, g
tels que toutes les inégalités des questions 1, 3 et 4 sont strictes.

Correction : Comme A([0,1]) > 0 et d’aprés le théoréme de Vitalli, on peut se donner un
ensemble V C [0,1] tel que V n’est pas mesurable. Posons (R, Ay, \1), f = xv et g= —xv. On

sait que f n’est pas mesurable, donc [f # [f et donc [f < [f.
D’aprés la question 2, on a aussi [g < [g. Comme f+g =0, f+gec L' et [(f+g)=
f f+9) =0/ f+g. Dapres la question 5, on a :

[r+ fo< fo+ fom fiss= fursafirso- frs foc 1+ ]

Exercice 2. Pour n € w>1, on définit la fonction :
fnr R — R

nsin (%) 240
x z(1+ 22?) S
1 siz=0.
+oo
Calculer, lim fn-
n—oo [

Correction : Pour tout n > 1, f,, est mesurable car continue. En effet, d’une part elle est continue
sur R\ {0} par les propriétés habituelles. En 0, il suffit de montrer que limx;Zo fn(x) = f2(0). Or on a
z#0

pour z #0 :
_ nsin (%) _sin (%) 1 _
fnl@) = r(1422) - 1+ 22 Q) 1= /x(0).

L’avant derniére égalité vient du fait que Sln(y)

On a, pour tout x € R\ {0} fixé,

—()) 1 car sin est dérivable et sa dérivée en 0 est 1.
N

sin(£) 1 1
n J—
A fu(@) = D s = T
_ : _ _ 1
et pour x =0, on a aussi f,(0) =1 = l=17m

Ainsi la suite (f)necw converge ponctuellement vers la fonction

fo: R — R

[ —

142
De plus, la fonction fo, domine toutes les f,, et est intégrable (on va le vérifier). En effet, pour tout
n>letxeR,ona:

) = [F20) 1

L 1+a?

lsin(2)] 1 1
ElT T

= foo(x)a

car |sin(x)| < |z| pour tout = € R. Donc, le théoréme de convergence dominée implique que

400 “+o0 1 N
1 = —_— = © =
nggloo N fn= /_Oo T2 dz = arctan(z)|T% = .



Exercice 3. (1) Pour n € w, calculer / 2" log zdz.
10,1

Correction : Cette fonction est continue et de signe constant sur ]0,1[, on peut donc sans
probléme utiliser I'intégrale de Riemann.

1—e¢
/ 2" log xdx = lim </ z" log a:dx)
Jo.1] e—0 e

. 2"l logz] ¢ 1=e gn+i-1

=lim | | ———— - dz
e—0 n+1 |, . n+1

1 gntt e

B EE)% (n + 1)2 €

1
wr1p

(2) En déduire la valeur de / log(x) dzx.
10,1[ 1-=

Correction : On considére plutot la fonction g: 10,1[€ = — —% qui a le bon gotit d’étre
positive. Pour tout n € w, on pose fn: 0,13 z — — > _, ¥ logzdz. De plus la suite (f,)new
est une suite croissante de fonctions positives et mesurables. On a donc, d’aprés le théoréme de

convergence mononote :

= 1 2
g = sup fn= Ty — -
/]0,1[ 2 (k+1)*2 6

necw ]0)1[ k=0
1 2
Ainsi, on obtient : / og(#) dx = _l_
]071[ ]. — X 6
+oo 1 w2

Rappel : ) ;= 72 = %
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Dans les exerices 1 et 2, on a besoin des notations suivantes. Supposons qu’on dispose de (X, ux) et
(Y, py ) deux espaces mesurés et de g: X X Y — R tel que tout = € X, la fonction g(z,:): ¥ 2y —
g(z,y) est dans L' (Y, R). Pour tout z, la quantité Jy 9(x,-) est bien défini. Supposons que h: X > z —

fy g(z,

-) € R est dans L' (X,R). Alors la quantité [, h est notée

/X /y 9(z,y)dpy (y)dux ().

Exercice 1. On note § la mesure de comptage sur w et d» la mesure de comptage sur w?. On définit

(1)

f: w2 - R
1 sin=m,
(m,n) ~— -1 sin=m+1,
0 sinon.

Montrer que foﬂ fdd, n’existe pas.

Correction : On a

f+(n7m) = {

1 sin=m, 1 sin=m+1,

0 sinon. 0 sinon.

it - {
et donc f, = xa avec A = {(k,k)|k € w}. or §2(A) = +o0, donc [ , f n’est pas défini.

Calculer [ [ f(m,n)dé(m)dd(n) et [ [ f(m,n)ddé(n)dd(m) aprés avoir justifié leurs exis-
tences.

Correction : Toutes les fonctions sont mesurables car w? et w sont munis de leur tribus
discrétes respectives.

On fixe m et on considére la fonction f(m,-): w —R. On a f(m, )y = X{my et f(m, ) =
X{m+1}-
Ces deux fonctions sont étagées et il est donc facile de calculer leurs intégrales. On a

[ #my=1-1=0
Notons g: w — R, la fonction définie par g(m) = fw f(m,-). On a g = 0. Cette fonction est
intégrable et [ g =0. Ainsi, [ [ f(m,n)dd(m)dd(n) = 0.
Pour Pautre sens, les calculs sont similaires (mais pas identiques) : On fixe n € w et on

considére la fonction f(-,m): w — R. On a f(-,n)y = xqn} et f(-,n)- = X{n-1}, avec la
convention que x¢_1y = 0. Ces deux fonctions sont étagées et il est donc facile de calculer leurs

intégrales. On a
1-1=0 sim >0,
Lsn) = .
/wf( ) {1—0:1 sim = 0.

Notons h: w — R, la fonction définie par g(n) = fw f(-;n). On a h = xyoy. Cette fonction est
intégrable et [ h =0. Ainsi, [ [ f(m,n)dé(m)dé(n) = 1.
On constate que les deux intégrales doubles ont des valeurs différentes.

Exercice 2. On considére les espaces mesurés (R, Ay, A1) et (R,P(R),0), ou ¢ est la mesure de
comptage. Soit A = {(x1,22) € R?|0 < 21 = 25 < 1}.
Montrer que

/R/RXA(‘T,y)d)\l(x)d(s(y)#‘/R‘/RXA({E,y)d(s(y)d)\l(l-).



Correction : On va calculer ces deux intégrales doubles.

On fixey € R. Siy ¢ [0,1], xa(-,y) est la fonction x ) on a donc [, xa(-,y)dA1 = 0 car Ay ({y}) = 1.
Siy ¢ [0,1], xa(+,y) est la fonction nulle, donc fR xa (-, y)dA; = 0. Ainsi la fonction y — fR xa (s y)dAq
est la fonction nulle. Donc son intégrale est nulle également et donc [p [ xa (2, y)dA1(x)dd(y) = 0

Pour I'autre intégrale, on commence par fixer v € R. Si x € [0,1], xa(z,-) est la fonction x,}, on a
donc [ xa(x,-)dA\; =1 card({z}) =1.Siy ¢ [0,1], xa(-, ) est la fonction nulle, donc [, xa (-, y)dA =
0. Ainsi la fonction y +— fR XA (- y)dA; est égale a x(o,1). Son intégrale pour la mesure de Lebesgue est
égale a 1, donc [, [ xa(x,y)do(y)d (z) = 1.

Finallement on a bien :

0= / / Xa (@, y)d (2)d6(y) / / ya (2, )d8(y)dN () = 1.

Exercice 3. Montrer que p: (Rdﬂ,fb\dﬂ) — (R4, Ay,), définie par (z1,...,%4,Tar1) = (T1,...74),
est mesurable.

Correction : Attention, on parle ici des tribus de Lebesgue et non des boréliens, on ne peut donc pas
argumenter avec la continuité.

Soit A une partie Lebesgue-mesurable de R?. On a p~'(A) = A x R. II s’agit de montrer que cet
ensemble est Iui méme mesurable. Pour cela on utilise la caractérisation de Carathéodory : on veut
montrer que pour toute partie B C R4+1

Aa+1(B) = Aar1(BNp~H(A)) + Aapr (B \ p~ ' (A)).

On a vu en cours qu’il suffisait de la vérifier pour des pavés ouverts.

On écrit donc B = Px]a,b[ avec P un pavé ouvert de dimension d. On a Ag41(B) = A(P) x (b—a).
D’autre part BNp~ ' (A) = (PN A)x]b—a] et B\ p~'(A) = (P \ A)x]a,b[. Par hypothése A est
mesurable, donc PN A et P\ A le sont aussi. Il suffit donc de démontrer que pour tout C' mesurable
de R?, Ag41(Cx]a, b)) = (b — a)Xa(C).

Si (Pj)jes est un recouvrement au plus dénombrable de C' par des pavés ouverts, alors (Pjx]a, b[) e
est un est un recouvrement au plus dénombrable de C'x]a,b| par des pavés ouverts. On en déduit,
Ad+1(Cx]a, b)) < (b—a)rq(C).

Soit (P; x I;);jey un recouvrement au plus dénombrables de C'x]a,b[. Pour tout x € C, on définit,
f(@) = > s, A1) ot Jy, est le sous-ensemble des j € J tel que x € P;. Autrement dit, f =
> jes MIj)xp;- Cette fonction est mesurable car suprémum d’une famille dénombrable de fonctions
étagées. D’aprés le théoréme de convergence monotone, son intégrale égale jed Aa+1(Pj x 1;). De plus,
pour tout x € C, f(x) > Ai(Ja,b]) =b—a, donc [, [ > [pa(b—a)xc = (b—a)Xq(C). Ceci montre que
Ad+1(Cx]a,b]) > (b — a)Xa(C) et donc Agy1(Cx]a,b]) = (b—a)Xg(C).

Exercice 4. On veut prouver ’énoncé suivant :
Soit f: [a;b] — R dérivable sur [a;b] et telle que [’ est bornée. Alors f' est Lebesgue-intégrable et

/ = 1) - f(a).
[a;0]

Pour 'intégrale de Riemann, I’énoncé analogue est : Soit f: [a;b] — R dérivable sur [a;b] et telle que
f' est Riemann-intégrable. Alors

b
/ £ = £(b) - f(a).

Soit f: [a;b] — R dérivable sur [a;0] et telle que f’ est bornée. On définit pour tout n > 1 la

fonction f,: [a;b] = R par f,,(z) = ;2 f(z + =2) — ;2 f(z) sia <z < W et fno(z) = f/(b) si
(n—1)b+a

-’I/‘ > f;

(1) Montrer que f[a’b] fn 2 f(b) — f(a).
Indication : On pourra se servir de la Riemann-intégrabilité de f,.



Correction : Soit F' une primitive de f. On a

/[a,b] f":/+<> bﬁ ( b;a> dA(m)+/M,b £(1)
SEa ezt
() ) )

F(b) - F(b— %2 ) — F(a) b—a
_Fo) é ) _F T ++—=f'(1)
njooF’(b)*F’(a):f(b)ff(a)

(2) Montrer que f’ est Lebesgue-intégrable sur [a;b] et que f[a,b] =10 - fla).

Correction : On va utiliser le théoréme de convergence dominée. D’une part ( f,)ne. converge
ponctuellement vers f’ sur [a,b] et pour tout n, la fonction f, sont intégrable (car continue
sur un segment). Il reste a prouver la dominiation. On va utiliser ’hypothése faites sur f'.

Soit M € R tel |f'(z)] < M pour tout x € [a,b]. Soit n > 1 et x € [a, %} D’apres le
théoréme des accroissement fini, il existe ¢ € [x T+ —] tel que f,(x) = f'(c). D’autre part si
x € {%, b}, fu(x) = f'(1). Dans tous les cas |f,(x)| < M. De plus la fonction constante

égale a M est dans L'([a;b]) donc on peut appliquer le théoréme de convergence dominé et
déduire d’une part que f' est dans L*([a;b]) et que f[a,b] f'=f®) - fa).
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Exercice 1. Soit ((X;, A4;, Mi))iel,z,:s une collection de trois espaces mesurés. On suppose de plus que
11, 2 €t pg sont o-finies.

(1) Montrer que (A; ® A3) @ A3 = A; @ (A2 ® A3).

Correction : On va montrer que ces deux tribus sont égales a la tribu A; ® As ® A3 engendrée

par (A; X As x A3)a,ea,- Par symétrie, il suffit de montrer que (A; @ A2)®@ A3 = A1 @ A2 As.
As€A

Soient A, € Ay, Ag éﬁ(?et As € As. L’ensemble Ay x As est dans A1 ® Az, donc A1 x As x Az €
(A1 ® A2) ® Asz. Ceci montre que A1 ® As ® A3 C (A1 ® Az) @ As.

Montrons 'autre inclusion. Soient A3z € A3z et B € A1 ® As fixés quelconques. Par définition
de tribu engendrée, il suffit de montrer que B x Az € A; ® Ay ® As. Considérons

Ta, ={AeP(X1x X2)| Ax Az € A1 ® Ay ® A3} .
On vérifie aisément, que T4, est une tribu. Or elle contient la famille (Ay X Az)a,ca,. Elle

AzeA
contient donc la tribu A; ® As et donc B x Az € A1 @ Ay ® As. e

(2) Montrer que (1 X p2) X g = 1 X (pe X ps3), (o a x B désigne la mesure produit maximale
de a et 3).

Correction : On vérifie facilement que I’ensemble des réunions disjointes finies d’ensembles
de la forme Ay x Ag x Az avec Ay € Ay, Ay € Ay et A3 € Az est une algébre d’ensemble (c’est
comme la Proposition 12 du cours). On la nomme D. On a o(D) C A; ® As ® As. De plus, on
sait que pour tout (A1, A, A3) € A1 X As x As,

(1 x pi2) X p3(Ar x Ag X Ag) = (u1 X p2) (A1 X Ag)pz(As) = p1 (A1) pz(Az)ps(As)
= p1(Ar)(p2 X ps)(Az2 X Ag) = p1 x (2 x p3)(Ar x Az x As).

On en déduit que les restrictions de (p1 X po) X ps et g X (ug X ps) & D sont égales a
une prémesures sur D disons p. Autrement dit, (p1 X p2) X s et p1 X (u2 X pg) sont deux
prolongements de p & A; ® As ® Ajs, elles sont donc toutes deux égales au prolongement de
Hahn—Kolmogorov de p, car p est clairement o-finie.

Exercice 2. Soit B € (A, )“ disjoint et C € (Ay, )" disjoint. Soit A := L;e,B; x C; € P(R™T™),
Montrer que :
Xa=xa = > M(Ci) xp, € M(R™,[0;+00]).

€W

Correction : Soit x € R™ fixé. De deux choses I'une : soit x € | |, B;, soit x ¢ | |,,, Bi. Commengons
par le deuxiéme cas. On souhaite montrer que xa(xz) = xa(z) = 0. Dans ce cas 1a, la fonction R™ >
y > xa(x,y) est la fonction nulle, elle est donc dans L'(R™) et

Yﬂ@z&%ﬂz/,m@wMy:Q

n

Supposons maintenant que x € | |, , B;. Notons j I'unique entier tel que x € B;. La encore deux cas
de figure se présente : soit A\, (C;) < 400, soit A\, (C;) = +o00. Dans le premier cas, on peut argumenter
exactement comme avant. En effet, on souhaite montrer que xa(xz) = xa(z) = A(C;). La fonction
R™ > y > xa(z,y) est égale a x¢, , elle est donc dans L' (R") et

nuwgng/xQ:Mwn

n



Supposons maintenant que \,(C;) = +o00, dans ce cas, on souhaite montrer que Xa(r) = xa(z) =
+00. La fonction R™ 3 y + xa(z,y) est égale & xc, qui n’est pas dans LY(R™) et comme elle est positive,

[ > xc, implique f ¢ LY(R™), ainsi par définition de I'infimum sur un ensemble vide, on a x a(x) = +o0.
Pour tout k € w, x¢,n[—kx €st dans L' et xc,n—kx < Xc, et donc A\, (C; N [—k,k]) < Xg,. Or
AnKym[—thkiﬁ”An«g):—Hm.Dmmxfgz—Hm.

Enfin Y4 est mesurable comme somme dénombrables de fonctions mesurables.

Exercice 3. Soit f € L'(R™*";R). Notons (E) la conjonction des deux assertions suivantes :
(i) f,fe€L'(R™R).
(i) [f=[F=[F
Notons (E’) la conjonction des trois assertions suivantes :
(a) Pour presque tout x € R™, f(z,-) € L'(R™;R).
(b) Il existe une fonction g € L*(R™;R) telle que pour presque tout x € R™, [ f(x,-) = g(z).
(c) fa=]1.
Montrer que (E) équivaut a (E').
Correction : On commence par supposer (E) et on va montrer les points (a), (b) et (c). Comme
f< f, on déduit de (ii) que f= f p.p. Notons N I'ensemble des x € R™ tel f(z) # f(z). Pour tout
x ¢ N,ona [p,f(z,y)dy = Ef(:c,y)dy, on a donc y — f(z,y) € L' ce qui montre le point (a) et
f = Jgnf(x,y)dy, ce qui montre le point (b). avec g = f (qui est dans L' (R™) d’aprés (i). Le point (c)
suit directement le (ii).

On suppose maintenant (E'). Choisissons une fonction qui satistait (b). Notons, N1 I’ensemble des x
tels que y — f(z,y) ne soit pas dans L*(R™) et Ny 'ensemble x tels que [ f(z,y)dy # g(y).

Pour x ¢ Ny, on a [f(z,y)dy = [f(z,y)dy = [ f(z,y)dy.

Pour © ¢ (N1 U Na), f(x) = [f(z,y)dy = [ f(z,y)dy = f(z) = g(x). Or g est dans L'(R"), donc f
et [ le sont aussi ce qui montre (i). De plus, comme g, fet f sont égale p.p., on a ff = fi =[get
d’aprés (c), on en déduit [ f = [ f = [ f ce qui donne (ii).
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Exercice 1. Soient 0 < a < b deux réels strictement positifs. En considérant l'intégrale

/ / 2 (2)dM (y),
la,b] J/[0,1]

1.6 a
2’ —x 1+b
dA =1 .
/0 log (@) 0g<1+a>

montrer que

Correction : La fonction
f: [07 1] X [CLb] — RSO

oY {exp(y logz) six >0,

x’ H .
(z,9) sixz =0.

est continue sur [0,1] x [a,b] donc Riemann intégrable donc Lebesgue intégrable et donc d’apreés le
Théoréme de Fubini,

/ f(y)dh (@) (y) = / F(,y)dh (y)dA ()
[a,b] J/[0,1] [0,1] J[a,b]

_ / Fla, ) d(M x A1) (@, y)
[0,1] x [a,b]

= / fd).
[0,1]x[a,b]

Fixons x € [0,1]. Siz =0, on a

Fa,y)dh(y) = / 0dA, () = 0

[a,b] la,b]

Sinon, on a

/ F(y)dh (y) = / exp(ylog())dA (y)
[a,b]

[a;b]

— ¢ exp(ylog(z))dA (y)
[a,b]

exp(blog(z))  exp(alog(z)) zb — ¢

log(z) log(z)  log(w) °

On note au passage que comme prévu, cette quantité est bien positive.
On intégre maintenant dans l’autre sens :

F(y)dh () =¢ 2Vde

(0,1]

[0,1]




Ainsi on en déduit :

[
= log(1 +b) — log(1 + a)

Cloe (11D
-8 14+a/’

Exercice 2. On considére I’espace mesurable [0, 1] muni de la tribu borélienne, la mesure de Lebesgue
A1 et la mesure de comptage § sur cet espace.

(1) Montrer que A\ < 6.

Correction : La seule partie X de [0,1] pour laquelle 6(X) = 0 est la partie vide. Or pour
toute mesure p, p(P) = 0. Ainsi, pour toute mesure u, u < 8. En particulier, Ay < 4.

(2) Montrer que A, ne peux pas s’écrire sous la forme fd.

Correction : Supposons qu'’il existe une telle fonction f. Fixons z € [0, 1], on a
0=Xx({z}) = /[0’1] X{a}(8)f(£)do(t) = f(x) /[0’1] X{o}(1)do(t) = f(z)0({z}) = f(x).
Ainsi f est la fonction nulle. Mais alors on a :
T=n(0:1) = [ @500 = [ 0dse) =0
(0;1] [0;1]

ce qui est absurde, donc une telle fonction f n’existe pas.

Exercice 3. Soient v une mesure signée sur un espace mesurable (X, A) et (A,)necw € A“. Montrer
les assertions suivantes.

(1) Silasuite (A, )ne. est croissante, alors la suite (v(Ag))rew converge vers la valeur v (e, Ak)-

Correction : Pour k € w, notons ay, = v(Ag). On pose By = Ay et pour k € w>1, on note
B, = A \ Ap_q1 et by = U(Bk) Pour tout n € w1, on a A1 = UkEn A = I_lken By. On en
déduit que pour tout n € w,

an = Zke”H bi et que, par définition des mesures signées, on a

y<|_| Bk> = b,

kew kew

ot la somme converge absolument. En particulier, la somme est bien définie et ), b. =
lim,,—s o0 Zkem—l b = limy o0 Q.-

(2) Sila suite (Ay)new est décroissante et v(Ag) € R, alors la suite (v(Ag))kew converge vers la
valeur v (e, Ak)-

Correction : Pour tout n € w, on note B,, = Ay \ A,. Pour tout n € w, on a B,, C By41,
d’aprés la question précédente,

v (U Bn> = lim v(B,) = lim (v(4g) — v(4y)).

n—oo n—oo
new



Comme v(Ap) € R, on en déduit que lim,,_,~ V(A4,,) existe et que

HILH;O v(A,) =v(4p) —v (U Bn>

new

=v(4o) —v (U (Ao \ An))

new

= v(Ao) — v (AO \ (,Qw \A">>
_, (n An) -

Exercice 4. On considére (D, )ne, une suite de disques fermés inclus dans D le disque unité fermé
et deux a deux disjoints. Pour n € w, on note r,, le rayon de D, et on suppose que pour tout n € w,
rn > 0. Le but de cet exercice est de montrer que si Ay (D \ (U, e, Dn)) = 0 alors 3°, . r = +o00.
Supposons, que Y . 7p < 400.

(1)

Pour n € w, posons I, la projection de D,, sur 'axe des abscisses. Montrer que pour presque
tout x € [—1,1], Pensemble {n € w|z € I,,} est fini.

Correction : Pour tout n € w, on a A(I,) = 2r,. Considérons, la fonction mesurable et

positive f =37, . Ir. Notons que f(x) est le cardinale de I'ensemble {n € w|x € I,,}. D’aprés
le théoréme de convergence monotone, on a

/ fdh i

Il
=
T
—
=
-~
o~
N
€
Ry
~_
o,
>~
=

Ainsi N = f~'({4+o0}) est de mesure nulle et donc pour presque tout x de [—1,1], 'ensemble
{n € wlx € I,,} est fini.

Pour z € [0, 1], on note L, la droite verticale passant par (z,0). Montrer que pour presque tout

x € [0,1],
A (me (D\ (U Dn>>> > 0.

Correction : Notons N' = N U {—1,1}, c’est toujours un ensemble négligeable. Soit © €
(—=1,1)\ N'. L’ensemble L, N D disons [a,b] est un intervalle fermé d’intérieure non vide. En
particulier il est connexe. L’ensemble L, N, ., D est une union finite disjointe d’intervalles
fermés. Son complémentaire est donc un ouvert de [a, b]. Montrons que cet ouvert est non vide.
En effet si il était vide, par connexité, il existerait un n € w (unique) pour lequel L, N D =
L, N D,. En faisant un dessin on se convainc facilement qu’alors D,, = D ce qui est absurde
car les disque D,, sont supposés disjoints et de rayon non nul.

Ainsi cet ensemble est un ouvert de [a,b] non vide, il a donc mesure strictement positive.

Conclure.

Correction : On montre la contraposée de I’énoncé proposé : On sippoer comme dans les

question précédente ) rn, < +00. On considére la fonction f: R? — R<q égale a

XD — Z XDn = XD\U, ey, Dn-

new



La fonction f est Ay, ® Ax,-mesurable (car xp et chaque xp, est Ay, ® Ax,-mesurable, car
chaque disque est Ay, ® Ay,-mesurable, pourquoi ?) et Ay est un prolongement de A1 x A1, donc

/Dfd()\lx/\l):/Dfd)\Q:O

Ainsi, f est dans L'(R x R, \; x A1), on peut donc appliquer le théoréme de Fubini, on obtient

w (VU0 = [ oo
://f(z,y)d/\l(y)/\l(ﬂ:)
RJR

= /RM <L$ﬂ (D\ <ng,Dn>>> d\i(z) > 0,

d’aprés la question précédente. On a bien montré la contraposée.
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Exercice 1. Pour j = 1,2, soient u; et v; deux mesures o-finies sur un espace mesurable (X, A;)
telles que v; < ;. Montrer que 17 X v < p1 X g et que

d(Vl X VQ) dVl dV2
——— (21, 22) = — (1) —(x2).
Ao Xuz)( 1,%2) dul( 1>du2( 2)
Correction :
La fonction f : (z1,22) — %(zl)gﬁ(zg) est mesurables et & valeurs positive. Elle définit donc une

mesure py sur X1 x Xo. On va montrer que py = vy X vo. D’aprés le cours ce sont toutes les deux des
mesures sur Ay ® Ag et puy X ps est o-finie. Le théoréme d’unicité (corollaire 7) implique qu’il suffit de
vérifier que uy = vy X vy sur l'algébre des unions disjointes finies de pavés mesurables. Par additivité
des mesures il suffit donc de le vérifier pour les pavés.

Pour j = 1,2, notons f; = g—:j'_: X; — R et fixons Aj € A; tels que p;(A;)

Les fonctions xa,xa, €t ((x1,22) — fi(x1)f2(22)) mesurables (pour la tribu produit) a valeurs po-
sitives. On peut donc appliquer le théoréme de Tonelli (2 fois) :

(1/1 X VQ)(Al X AQ) = /XAlegd(Vl X 1/2)

:/XAl/XAngQdVl

= / Jixa, / X A, fodpadpy

- / Fofoxar ey d(un x ps)
= uf(Al X A2)

Exercice 2. Soient pq, uig, v trois mesures signées sur un espace mesurable (X, .A) telles que p; L v,
w1 L v et la somme py + po est bien définie. Montrer que (uq + po) L v.

Correction : Quit a considérer —p; (et —ps du coup), on peut supposer que p est a valeurs dans
R U {+o00}. Ainsi, p1 + uo est bien définie si us est elle aussi a valeurs dans R U {+oo}.

11 faut se rappeler que la notion de négligeabilité nécessite est un peu plus contraignante a écrire
dans le cas des mesures signées.

Pour j =1,2 comme p; L v, il existe N; tel que

HijanpP(N;) = 0 et Yianpve) = 0

Soit N = N1 N Ny. Ainsi (11 + p2) se restreint a 0 sur ANP(N) = ANP(Ny)NP(Ny)

De plus, si A € ANP(N®), ona A C (NfUNS), donc A = (ANNf)U (AN (N \ Nf)) donc
v(A) =v(ANNE) +v(AN (NS\ NF)) =0+ 0. Ainsi (ug + p2) L v.

Notons que la preuve s’adapte sans probléme aux sommes dénombrables de mesures singuliéres
(t4n)new par rapport a une méme mesure v.

Exercice 3. Soient p une mesure signée sur un espace mesurable (X, A), ¥ € A et v une mesure
signée sur (Y, A(Y)) singuliére par rapport a fi4(y). Montrer que la mesure 7 sur (X,.A) définie par
7(A) =v(ANY) pour tout A € A est singuliére par rapport & .

Correction : On se donne N € A(Y') tel que v 4n) = 0 et <M|A(Y))|A(Y\N) A \ny = 0.



On pose N'=NUX\Y. Soit Ac AIN').OnaA=(ANN)U(AN(X\Y)),ona
PA)=vYNA) =v(YNNNA) 4+ v NAN(X\Y))=v(NN(Y NA)+v)=0+0,
donc Dy gy = 0 et donc N’ est v-négligeable. D’autre part, si A € A(X \ N'), ona A € A(Y \ N),
donc :
m(A) = ) = 0.
Ainsi X \ N’ est u-négligeable, donc ¥ est singuliére par rapport a v.

Exercice 4. Soient X = (X, A, ) un espace mesuré et f € M(X;R) une fonction semi-intégrable.
Montrer que (pf)* = pps et |pg| = py).

Correction : Pour tout A mesurable, on a :
us) = [ = [t = ode= [ 50 [ =g ) - g a),
A A A A

Or s+ et py- sont des mesures (non signées) et singuliére entre elle (il suffit d’écrire X = f~(Rs¢))U
f~Y(Rxo). Donc par I'unicité de la décomposition de Jordan, on a : ,u}' =g+ et py = pug-.

Exercice 5. Soit v une mesure signée sur un espace mesurable (X, A) avec sa décomposition de Jordan
v =vT —v~. Montrer que E € A est v-négligeable si et seulement si |v|(E) = 0.

Correction : Soit E tel que |v|(E) = 0. On a dont v*(E) + v~ (E) = 0 donc par positivité des
mesures, vT(E) = v~ (E) = 0 et donc E est vt et v~ -négligeable, et donc, comme v =vt —v™, est E
v-négligeable. En effet, si A € A(E), v(A) =vt(A) —v (A)=0-0=0.

Réciproquement, supposons E v-négligeable. Comme vt et v~ sont singuliéres entre elles, on peut
se donner P et N tels que P est v~ -négligeable et N est v+ -négligeable et tel que X = P N.

Onav(ENP)=vH(ENP)—v (ENP)=vT(ENP) -0, donc vt (ENP) =0, or comme par
définition de N, v*(E N N) = 0, on obtient finalement, v*(E) =vT(ENP)+ v (ENN)=0+0. De
méme, v~ (E) =0 et donc |v|(E) = 0.



Théorie de la mesure et intégration UNIVERSITE DE GENEVE
Printemps 2020 SECTION DE MATHEMATIQUES

Test 1 — Correction — 45 minutes (le 18/03/2020)

Exercice 1. Soit F = {]a,b[|a,b € R} C P(R).

p: F = R
0 sia>b,
la,b] — 1+b—a sia<l<hb,
b—a sinon.

(1) Justifier qu’on peut induire une mesure extérieure ¢ a l’aide de p.

Correction : La famille F contient ’ensemble vide, de plus p est a valeur dans Rzo- Donc,
d’aprés la Proposition 3 du cours, la formule :

plA) = inf ST (R,

out A CR et Rr(A) désigne I'ensemble des recouvrements au plus dénombrable de A a 'aide de
sous-ensemble de R appartenant a F, est bien une mesure extérieure.

(2) Calculer ¢([0,1]).

Correction : Soit ¢ > 0, on a {] -5, 1+ %[} est un recouvrement fini (avec un seul élément)
de [0,1,oronap(]-5,1+5[) =1+ (1+5) - (=5) =2+ e Ainsi ¢([0,1]) < 2+ 2e. Comme
ceci est vrai pour tout € > 0, on a ¢([0,1]) <2

Soit (R;)ier un recouvrement au plus dénombrable de [0,1] par des éléments de F. Comme
[0,1] est compact, on peut en extraire un sous-recouvrement fini (R;);cs avec J C I fini. Comme
1 € [0,1], il existe au moins un jo € J tel que 1 € Rj,.

Pour tout j € J, on a p(R;) > fol Xr, (x)dz, et pour jo, on a : p(R;,) > 1+ fol XR;, (z)dz. De
plus, comme (R;);e; est un recouvrement de [0,1], on a pour tout x € [0,1], ZjeJXRj (x) > 1.
Autrement dit, 3¢ ; Xr; > X[o,1- Enfin, pour tout j la fonction [0,1] > x — xg, (x) est continue
par morceau donc Riemann intégrable et ainsi la fonction [0,1] > x ZjeJ Xr; () est elle aussi
Riemann intégrable (car la somme est finie), et on a :

1 1
[ Y@ [ xode=1
0 jeJ 0
Finalement, on a :
1 1
S o)=Y pR) 214 Y [ ede =14 [ 3w (o =2
il jeJ jes’o 0 jes

Comme le recouvrement au plus dénombrable R était quelconque on a bien ¢([0,1]) > 2 et
finalement ¢([0,1]) = 2.

Exercice 2. On considére 'application suivante :
©: P(R) — RZO
0 si X est vide,
X - 1 si X est fini non vide ou dénombrable,

+00 sinon.

Montrer que ¢ est une mesure extérieure.

Correction : Il suffit de montrer que p() = 0, que ¢ est croissante pour 'inclusion et qu’elle est
o-sous-additive. Le premier point est vrai par définition de ¢. La croissance est évidente.



Montrons la o-sous-additivité : Soit A € P(R)“, notons B = J,,,, An On distingue trois cas B = ),
B est non-vide et au plus dénombrable, et enfin B n’est pas dénombrable.
Si B=1, onaA, =0 pour tout n € w. et on a bien :

0=0(B) <> @A) =) 0=0

Si B est non-vide et au plus dénombrable, on peut trouver un ny € w tel que A, est non-vide et on a
donc :

1= ¢(B) < p(An,) < D o(An)

new
Si B n’est pas dénombrable, il existe au moins un ng tel Ay, n’est pas dénombrable, et on a donc :

+00 = @(B) < (An,) = +00 = > _ @o(An).

new

On en conclut que  est une mesure extérieure.
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Exercice 1. Soit Q = (2, 4, ) un espace mesuré complet. Soient f,g: © — R deux fonctions. On
suppose que f € L(Q) que f = g p.p. C’est-a-dire que 'ensemble {x € R|f(x) # g(z)} est de mesure
nulle.

(1) Montrer que g est mesurable.

Correction : D’aprés les hypothéses, la fonction h = g — f est nulle presque partout. Montrons
qu’elle est mesurable. Soit A un borélien, il suffit de montrer que h—'(A) est mesurable. Notons
N =h71(R\ {0}), on a \1(N) = 0. On distingue deux cas : soit 0 ¢ A, soit 0 € A.

Si0¢ A, h=1(A) C N et donc h='(A) est mesurable car la tribu A est compléte.

Si0e€ A 0¢ A et h™'(A) = (h~1(A))° est mesurable.

Dans tous les cas h=!(A) est mesurable donc h est mesurable et donc g = f + h aussi.

(2) Montrer que g € L*(2) et que /f = /9~

Correction : On va montrer que h € L'(Q) et /h = 0. Les fonction hy = max(h,0) et
h_ = max(—h,0) sont elle aussi nulle presque partout donc mesurable et leur intégrales sont

toutes les deux nulles, donc finalement, / /hJr — /h, = 0. On en déduit que g = f + h

est dans L'(Q et/g—/f / /f

Indication : pour les deux questions, on pourra considérer la fonction g — f.

Exercice 2. Soit 2 = (2,4, 1) un espace mesuré et (fn)new € M(2,R)¥ une suite de fonctions
mesurables (R étant munie de la tribu borélienne). Montrer que les fonctions
inf,ew f: Q2 — R sup,c., f: 2 — R

x — inf{f,(z)|n € w}. et x +— sup{fu(z)ln € w}.

sont mesurables.

Correction : Notons g = sup,,¢,, fn. La tribu borélienne est engendrée par les ensembles de la forme
1, :=]a,+ool, pour a € R. II suffit donc de montrer g~*(I,) est mesurable pour tout a € R. On fixe
dont un a € R quelconque. On va montrer que :

= U f;l(la)
new
ce qui suffit pour conclure, car chacun des ensembles f, 1(I,) est mesurable.
Soit n € wetz € f,;1(l,), onaa < fo(x) < g(z), donc g(x) > a, donc x € g~*(I,). Donc
UnEw fn_l(la) C g (1)

Réciproquement, soit x € g~'(a), on a donc g(z) > a. Comme a+9(‘”)

< g(z), d’aprés la définition
de sup, on peut trouver n € w tel que f,(z) > a+g(x) > a, donc z € f;1(1,) et donc z € U, e, fr ' (1a).
Et finalement g~ '(I,) C U, e, [ ' (1a) et donc g 1(Ia) =U,ew fr ' (La).
Pour I'infimum, on pourrait raisonner exactement de la méme maniére avec les ensembles de la forme
] — 00, b[, mais on peut aussi se servir du fait suivant :
inf f, = — Sup(*fn)'
new new

Ceci permet de conclure car comme f, est mesurable pour tout n, —f,, est elle aussi mesurable pour
tout n et donc leur supremum et finalement inf,, ¢, f, est mesurable.
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L’énoncé de ce test est volontairement trop long pour la durée impartie. Le baréme en tient compte.

Exercice 1. Soit X un ensemble et A C P(X) une algébre d’ensemble. On note A, la collection des
unions au plus dénombrables d’ensemble de A et A, la collection des intersections au plus dénombrables
d’ensembles de A, . Soit ug une prémesure sur A et u* la mesure extérieure induite par pyg.

(1)

Montrer que pour tout £ C X, et tout € > 0, on peut trouver A € A, tel que E C A et
p(A) < p*(B) + e

Correction : On fixe E C X et e > 0. Par définition de la mesure extérieure induite,

p*(E) = inf { Z tio(Ai)

iel

(A)icr € Al est un recouvrement au plus dénombrable de E}

On peut donc se donner (A;)icr € A’ tel que Y_;c; po(As) < p*(E) +eet E C ;o Ai =: A.
On a, par définition de la mesure induite, p*(A) <>, o} po(Ai) < p*(E) +e. Et d’autre part, on
a bien A € A,.

Soit E C X tel que p*(E) < co. Montrer que E est mesurable si et seulement si il existe B € Ags
tel que E C Bet p*(B\ E) =0.

Correction : On commence par supposer 'existence d’un tel B et on va montrer que E est
mesurable (via la caractérisation de Carathéodory). Notons tout d’abord que d’apreés le cours,
la tribu des mesurables contient A, donc A,s et donc ce B est mesurable. Soit C C X fixé
quelconque, il nous suffit de montrer que

p(C) = p (CNE)+p*(C\ E).

On va montrer que :

WCNE) = (CNB) et u'(C\E)=u"(C\B).

Comme (CNE) C (CNB),onap(CNE) < pu(CnN B) (par croissance des mesures
extérieures). Comme C N B = (C N E)U (C N B\ E). Par sigma sous-additivite, on obtient
w(CNB) < (CNE)+u(CNB\E) <u(CNE)+ p*(B\E)=p*(CnNE). Ainsi, on
w(CNE) = u*(C N B

Comme (C\B) C (C\E), on ap*(C\B) < u*(C\ E). D’autre part, comme C\ E = (C\ B)U
(CN(B\E)), onap*(C\E) < p*(C\B)+p*(CN(B\E)) < p*(C\B)+p*(B\E) = p*(C\B),
on a donc u*(C\ B) = p*(C\ E).

Comme B est mesurable, on a :

et donc E est mesurable.

Supposons maintenant E' mesurable et de mesure finie. Pour tout entier n > 1, donnons nous
(grace a la question précédente) un A, € A, tel que E C A,, et p*(A,) < p*(E) + L.

Notons B =(),5, An. On a bien E C B et B € Ays- Reste a voir que p*(B \ E) = 0.

Tout d’abord, on a pour tout n > 1,

. 1
p(E) < ¥ (B) < 1 (An)u* (B) +

donc p*(E) = p*(B) Comme E est mesurable, on a :

w*(B) = p* (BN E) + p*(B\ E) = u*(E) + 4*(B\ E).
Comme p*(B) = p*(E) est fini, on a p*(B\ E) =0



Exercice 2. Pour tout entier £ > 1, on définit

fe: Ry —
x = e kv _ 9e—2kz

n
(1) Montrer que la suite (Z fk> converge ponctuellement sur R+, vers une fonction que 'on
k=1 nEw>1
appelera f et que 'on calculera.

Correction : Soient x € Ry et n € w>1 fixés quelconques. On calcule

Z fk(x) _ Z (e—ka: o 26—21~m) _ Ze—k:p _9 Ze—ka
k=1 k=1 k=1 k=1
e _em(nthr 9 (=2 e—2(n+1)fc) (e — e—(n+1)m) 4 (e - e—(n+2)m) — 9 (e — e—2(n+1)r)
- 1—e= B 1—e 2 - 1—e 2
e o
g [T

n
Cette quantité tend vers % quand n tend vers +oo. La suite (Z fk> converge donc
k=1 neEws,

e
14e—="

f et / fk
/10,oo[ ; 10,00]

Correction : Par théoréme de convergence monotone pour la suite (fX[1 ,)news,, €t compa-
>

ponctuellement sur R~ vers f: x —

(2) Calculer

raison Riemann/Lebesgue, on a

_ . _ . o . - e
o =i [, 0=t 7= [les(t+e ]I ~ o2

D’autre part, pour tout entier strictement positif k, on a, par théoréme de convergence dominée
pour la suite (ka[%m])newy (par | fx|), et comparaison Riemann/Lebesgue, on a

r=n

/ fr = lim f= lim fr = lim [—e_”” + 6_29”]3c
10,00[

n——+oo [%7"] n—+oo [%7”] n—+oo Z%

=1-1=0.

(3) Commenter.

Correction : Les deux quantités sont différentes, ce qui montre que le théoréme de convergence
dominé ne s’applique pas dans ce cas : Il manque I’hypothése de domination.



