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Exercice 1. Soit ((Xi,Ai, µi))i∈1,2,3 une collection de trois espaces mesurés. On suppose de plus que
µ1, µ2 et µ3 sont σ-�nies.

(1) Montrer que (A1 ⊗A2)⊗A3 = A1 ⊗ (A2 ⊗A3).

Correction : On va montrer que ces deux tribus sont égales à la tribu A1⊗A2⊗A3 engendrée
par (A1 ×A2 ×A3)A1∈A1

A2∈A2
A3∈A3

. Par symétrie, il su�t de montrer que (A1⊗A2)⊗A3 = A1⊗A2⊗A3.

Soient A1 ∈ A1, A2 ∈ A2 et A3 ∈ A3. L'ensemble A1×A2 est dans A1⊗A2, donc A1×A2×A3 ∈
(A1 ⊗A2)⊗A3. Ceci montre que A1 ⊗A2 ⊗A3 ⊆ (A1 ⊗A2)⊗A3.

Montrons l'autre inclusion. Soient A3 ∈ A3 et B ∈ A1⊗A2 �xés quelconques. Par dé�nition
de tribu engendrée, il su�t de montrer que B ×A3 ∈ A1 ⊗A2 ⊗A3. Considérons

TA3 = {A ∈ P(X1 ×X2) | A×A3 ∈ A1 ⊗A2 ⊗A3} .
On véri�e aisément, que TA3

est une tribu. Or elle contient la famille (A1 ×A2)A1∈A1
A2∈A2

. Elle

contient donc la tribu A1 ⊗A2 et donc B ×A3 ∈ A1 ⊗A2 ⊗A3.

(2) Montrer que (µ1 × µ2) × µ3 = µ1 × (µ2 × µ3), (où α × β désigne la mesure produit maximale
de α et β).

Correction : On véri�e facilement que l'ensemble des réunions disjointes �nies d'ensembles
de la forme A1 ×A2 ×A3 avec A1 ∈ A1, A2 ∈ A2 et A3 ∈ A3 est une algèbre d'ensemble (c'est
comme la Proposition 12 du cours). On la nomme D. On a σ(D) ⊆ A1 ⊗A2 ⊗A3. De plus, on
sait que pour tout (A1, A2, A3) ∈ A1 ×A2 ×A3,

(µ1 × µ2)× µ3(A1 ×A2 ×A3) = (µ1 × µ2)(A1 ×A2)µ3(A3) = µ1(A1)µ2(A2)µ3(A3)

= µ1(A1)(µ2 × µ3)(A2 ×A3) = µ1 × (µ2 × µ3)(A1 ×A2 ×A3).

On en déduit que les restrictions de (µ1 × µ2) × µ3 et µ1 × (µ2 × µ3) à D sont égales à
une prémesures sur D disons ρ. Autrement dit, (µ1 × µ2) × µ3 et µ1 × (µ2 × µ3) sont deux
prolongements de ρ à A1 ⊗ A2 ⊗ A3, elles sont donc toutes deux égales au prolongement de
Hahn�Kolmogorov de ρ, car ρ est clairement σ-�nie.

Exercice 2. Soit B ∈ (Aλm
)
ω
disjoint et C ∈ (Aλn

)
ω
disjoint. Soit A := ti∈ωBi × Ci ∈ P(Rm+n).

Montrer que :

χA = χA =
∑
i∈ω

λn(Ci) χBi ∈M(Rm, [0; +∞]).

Correction : Soit x ∈ Rm �xé. De deux choses l'une : soit x ∈
⊔
i∈ω Bi, soit x /∈

⊔
i∈ω Bi. Commençons

par le deuxième cas. On souhaite montrer que χA(x) = χA(x) = 0. Dans ce cas là, la fonction Rn 3
y 7→ χA(x, y) est la fonction nulle, elle est donc dans L1(Rn) et

χA(x) = χA(x) =

∫
Rn

χA(x, y)dy = 0.

Supposons maintenant que x ∈
⊔
i∈ω Bi. Notons j l'unique entier tel que x ∈ Bj . Là encore deux cas

de �gure se présente : soit λn(Cj) < +∞, soit λn(Cj) = +∞. Dans le premier cas, on peut argumenter
exactement comme avant. En e�et, on souhaite montrer que χA(x) = χA(x) = λ(Cj). La fonction

Rn 3 y 7→ χA(x, y) est égale à χCj
, elle est donc dans L1(Rn) et

χA(x) = χA(x) =

∫
Rn

χCj
= λn(Cj)



Supposons maintenant que λn(Cj) = +∞, dans ce cas, on souhaite montrer que χA(x) = χA(x) =

+∞. La fonction Rn 3 y 7→ χA(x, y) est égale à χCj
qui n'est pas dans L1(Rn) et comme elle est positive,

f ≥ χCj
implique f /∈ L1(Rn), ainsi par dé�nition de l'in�mum sur un ensemble vide, on a χA(x) = +∞.

Pour tout k ∈ ω, χCj∩[−k,k] est dans L1 et χCj∩[−k,k] ≤ χCj
et donc λn(Cj ∩ [−k, k]) ≤ χCj

. Or

λn(Cj ∩ [−k, k]) k→+∞−→ λn(Cj) = +∞. Donc χCj = +∞.
En�n χA est mesurable comme somme dénombrables de fonctions mesurables.

Exercice 3. Soit f ∈ L1(Rm+n;R). Notons (E) la conjonction des deux assertions suivantes :

(i) f, f ∈ L1(Rm;R).

(ii)
∫
f =

∫
f =

∫
f .

Notons (E′) la conjonction des trois assertions suivantes :

(a) Pour presque tout x ∈ Rm, f(x, ·) ∈ L1(Rn;R).
(b) Il existe une fonction g ∈ L1(Rm;R) telle que pour presque tout x ∈ Rm,

∫
f(x, ·) = g(x).

(c)
∫
g =

∫
f .

Montrer que (E) équivaut à (E′).

Correction : On commence par supposer (E) et on va montrer les points (a), (b) et (c). Comme

f ≤ f , on déduit de (ii) que f = f p.p. Notons N l'ensemble des x ∈ Rm tel f(x) 6= f(x). Pour tout

x /∈ N , on a
∫
Rnf(x, y)dy =

∫
Rnf(x, y)dy, on a donc y 7→ f(x, y) ∈ L1 ce qui montre le point (a) et

f =
∫
Rnf(x, y)dy, ce qui montre le point (b). avec g = f (qui est dans L1(Rm) d'après (i). Le point (c)

suit directement le (ii).
On suppose maintenant (E′). Choisissons une fonction qui satisfait (b). Notons, N1 l'ensemble des x

tels que y 7→ f(x, y) ne soit pas dans L1(Rn) et N2 l'ensemble x tels que
∫
f(x, y)dy 6= g(y).

Pour x /∈ N1, on a
∫
f(x, y)dy =

∫
f(x, y)dy =

∫
f(x, y)dy.

Pour x /∈ (N1 ∪N2), f(x) =
∫
f(x, y)dy =

∫
f(x, y)dy = f(x) = g(x). Or g est dans L1(Rn), donc f

et f le sont aussi ce qui montre (i). De plus, comme g, f et f sont égale p.p., on a
∫
f =

∫
f =

∫
g et

d'après (c), on en déduit
∫
f =

∫
f =

∫
f ce qui donne (ii).


