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Série 13 — Correction (corrigée le 27/05,/2020)

Exercice 1. Pour j = 1,2, soient u; et v; deux mesures o-finies sur un espace mesurable (X, A;)
telles que v; < ;. Montrer que 17 X v < p1 X g et que

d(Vl X VQ) dVl dV2
——— (21, 22) = — (1) —(x2).
Ao Xuz)( 1,%2) dul( 1>du2( 2)
Correction :
La fonction f : (z1,22) — %(zl)gﬁ(zg) est mesurables et & valeurs positive. Elle définit donc une

mesure py sur X1 x Xo. On va montrer que py = vy X vo. D’aprés le cours ce sont toutes les deux des
mesures sur Ay ® Ag et puy X ps est o-finie. Le théoréme d’unicité (corollaire 7) implique qu’il suffit de
vérifier que uy = vy X vy sur l'algébre des unions disjointes finies de pavés mesurables. Par additivité
des mesures il suffit donc de le vérifier pour les pavés.

Pour j = 1,2, notons f; = g—:j'_: X; — R et fixons Aj € A; tels que p;(A;)

Les fonctions xa,xa, €t ((x1,22) — fi(x1)f2(22)) mesurables (pour la tribu produit) a valeurs po-
sitives. On peut donc appliquer le théoréme de Tonelli (2 fois) :

(1/1 X VQ)(Al X AQ) = /XAlegd(Vl X 1/2)

:/XAl/XAngQdVl

= / Jixa, / X A, fodpadpy

- / Fofoxar ey d(un x ps)
= uf(Al X A2)

Exercice 2. Soient pq, uig, v trois mesures signées sur un espace mesurable (X, .A) telles que p; L v,
w1 L v et la somme py + po est bien définie. Montrer que (uq + po) L v.

Correction : Quit a considérer —p; (et —ps du coup), on peut supposer que p est a valeurs dans
R U {+o00}. Ainsi, p1 + uo est bien définie si us est elle aussi a valeurs dans R U {+oo}.

11 faut se rappeler que la notion de négligeabilité nécessite est un peu plus contraignante a écrire
dans le cas des mesures signées.

Pour j =1,2 comme p; L v, il existe N; tel que

HijanpP(N;) = 0 et Yianpve) = 0

Soit N = N1 N Ny. Ainsi (11 + p2) se restreint a 0 sur ANP(N) = ANP(Ny)NP(Ny)

De plus, si A € ANP(N®), ona A C (NfUNS), donc A = (ANNf)U (AN (N \ Nf)) donc
v(A) =v(ANNE) +v(AN (NS\ NF)) =0+ 0. Ainsi (ug + p2) L v.

Notons que la preuve s’adapte sans probléme aux sommes dénombrables de mesures singuliéres
(t4n)new par rapport a une méme mesure v.

Exercice 3. Soient p une mesure signée sur un espace mesurable (X, A), ¥ € A et v une mesure
signée sur (Y, A(Y)) singuliére par rapport a fi4(y). Montrer que la mesure 7 sur (X,.A) définie par
7(A) =v(ANY) pour tout A € A est singuliére par rapport & .

Correction : On se donne N € A(Y') tel que v 4n) = 0 et <M|A(Y))|A(Y\N) A \ny = 0.



On pose N'=NUX\Y. Soit Ac AIN').OnaA=(ANN)U(AN(X\Y)),ona
PA)=vYNA) =v(YNNNA) 4+ v NAN(X\Y))=v(NN(Y NA)+v)=0+0,
donc Dy gy = 0 et donc N’ est v-négligeable. D’autre part, si A € A(X \ N'), ona A € A(Y \ N),
donc :
m(A) = ) = 0.
Ainsi X \ N’ est u-négligeable, donc ¥ est singuliére par rapport a v.

Exercice 4. Soient X = (X, A, ) un espace mesuré et f € M(X;R) une fonction semi-intégrable.
Montrer que (pf)* = pps et |pg| = py).

Correction : Pour tout A mesurable, on a :
us) = [ = [t = ode= [ 50 [ =g ) - g a),
A A A A

Or s+ et py- sont des mesures (non signées) et singuliére entre elle (il suffit d’écrire X = f~(Rs¢))U
f~Y(Rxo). Donc par I'unicité de la décomposition de Jordan, on a : ,u}' =g+ et py = pug-.

Exercice 5. Soit v une mesure signée sur un espace mesurable (X, A) avec sa décomposition de Jordan
v =vT —v~. Montrer que E € A est v-négligeable si et seulement si |v|(E) = 0.

Correction : Soit E tel que |v|(E) = 0. On a dont v*(E) + v~ (E) = 0 donc par positivité des
mesures, vT(E) = v~ (E) = 0 et donc E est vt et v~ -négligeable, et donc, comme v =vt —v™, est E
v-négligeable. En effet, si A € A(E), v(A) =vt(A) —v (A)=0-0=0.

Réciproquement, supposons E v-négligeable. Comme vt et v~ sont singuliéres entre elles, on peut
se donner P et N tels que P est v~ -négligeable et N est v+ -négligeable et tel que X = P N.

Onav(ENP)=vH(ENP)—v (ENP)=vT(ENP) -0, donc vt (ENP) =0, or comme par
définition de N, v*(E N N) = 0, on obtient finalement, v*(E) =vT(ENP)+ v (ENN)=0+0. De
méme, v~ (E) =0 et donc |v|(E) = 0.



