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Série 2 — Correction (corrigée le 04/03/2020)

Exercice 1. Soit € > 0. Montrer qu’on peut recouvrir Q par une union infinie d’intervalles ouverts
dont la somme des longueurs est inférieure strictement a e.

Correction : On fixe € > 0 et une bijection ¢: w — Q. On considére

w=J }w(n)—ﬁ"ﬂ("wﬂln%{'
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L’ensemble W est bien une union d’intervalles ouverts et contient Q. La somme des longueurs des

intervalles est . 5 5
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Exercice 2. Soit X un ensemble et ¢: P(X) — R valant 0 sur ’ensemble vide et 1 sur tout autre
partie de X.

(1) Montrer que ¢ est une mesure extérieure.
Correction : On a bien ¢(()) = 0, pour montrer que ¢ est une mesure extérieure, il suffit de
montrer qu’elle est croissante et qu’elle satisfait la propriété de o-sous-additivité. La croissance

est triviale. Pour la o-sous-additivité, on se donne A,, € P(X)“. De deux choses I’une : s0it tous
les A, sont vides auquel cas, |J,,c,, An = 0. On a alors

0:¢<UAR>:Z@(AR):ZOZO

new new new

et donc ¢ (U, An) < 2 pew, (Ay). Sinon I'un des A, est non-vide, disons A, et alors :

=g (U An> = p(An) < D 9(An)
ne€w new
et donc ¢ (e, An) <D e

(2) Est-ce que ¢ est une mesure ?

Correction : La fonction ¢ est une mesure si et seulement si X a au plus un élément. En effet
dans ce cas, c¢’est une conséquence de I'exercice 4 de la série 1. Si X a au moins 2 éléments, disons

xety,ona:{x,y}={z}U{y}, mais
1=o({z,y}) #o({z}) + e({y}) =1+ 1=2.

(3) Quels sont les ensembles ¢-mesurables ?

Correction : Les seules ensembles p-mesurables sont X et I’ensemble vide. Montrons le! Pour
toute partie B de X, on a

@(B\0)+¢(BN0) =@(B)+ ) =p(B) et
P(B\X) +p(BNX)=p0)+¢(B) = ¢(B).

Donc X et () sont p-mesurable. Supposons maintenant que A ne soit ni X ni (). On peut donc
trouver x € A et y € A°. On considére B = {z,y}. On a

e(B\ A) +¢(BNA)=o({y}) +e({z}) =2 # ¢(B).
et donc A n’est pas mesurable.



Exercice 3. Soit ¢: P(R™) — [0;+00c] valant 0 sur les parties bornées de R™ et +oo sur les autres.
Est-ce que ¢ est une mesure extérieure ?

Correction : Non, ce n’est pas une mesure extérieur car cette fonction ne satisfait pas la o-sous-
additivité. On commence par munir R™ de la norme euclidienne. Pour k € w, on considére By, = {z €
R™,|z| < k}. Chacun de ses ensembles est borné et leur union est R" tout entier, on a donc

OO=¢<U Bk> %Y w(Br) =0.
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Exercice 4. Soit X un ensemble et {¢;: P(X) — [0;4+00]};c; un ensemble de mesures extérieures sur
X.

(1) Montrer que v := sup,c; ¢; est une mesure extérieure sur X.

Correction : On a bien (0) = 0. Soient A C B deux parties de X, on a pour tout i € I,
vi(A) < p;(B) < ¢¥(B), donc ¥(A) < ¢(B). Montrons maintenant la o-sous-additivité. Soient
(An)new € P(X)“. Pour tout i, on a :

i (U An> <D WilAn) <) p(An),

Donc ¢ (Un@d An) <D hew ¥(Ay). Et donc ¢ est bien une mesure extérieure.

(2) Montrer que p := inf;c; ¢; est croissante pour l'inclusion.

Correction : Soient A C B deux parties de X, on a pour tout i € I, p(A) < p;(A) < ¢;(B),
donc, p(4) < p(B).

(3) Dans le cas particulier X =w, I = w, et

0 si A=10,

1
wi(A) =< - si A est fini non vide,
i+ 1
400 si A est infini,

montrer que ; est une mesure extérieure pour tout ¢ € w mais p := inf;c; p; n’est pas une
mesure extérieure.

Correction : On fixe un i € w, p;(0) = 0 et ¢; est clairement croissante pour U'inclusion. Mon-
trons qu’elle aussi o-sous-additive. Soient (Ap)new € P(X)“. On distingue trois cas : I’ensemble
A=, c,, An est soit vide, soit fini non vide soit infini.

— Si A est vide et tous les A,, sont vide et alors :

Pi(A) =0=" " pi(An).
new
— Si A est fini non vide, au moins I'un des A,,, disons A,,, est fini non-vide. On a alors :

1
= (A, ) < (A,).
i+ 1 Pi(An,) < g‘ﬁz( n)

pi(A) =

— Enfin, si A est infini, soit il existe ng tel que A, est infini et alors :
i(A) = 400 = 9i(Any) < Y @il An),
new

soit il existe une infinité dénombrable d’entier n tel que A,, est non-vide, notons ces indices
(nk)kew. On a alors :

1
Z pi(An) > Z%‘(Ank) = Z i1 te= pi(A).
new kew kew




Ainsi dans tous les cas, on a bien p;(A) < Y ©i(Ay) et donc p; est o-sous-additive.

Montrons maintenant que p n’est pas une mesure extérieure. Pour n € w, on pose A, = {n}.
Pour tout n € w, on a p(A4,) = infcrp;(A,) = infiejw% = 0 et p(w) = infier pi(w) =
inf;e; 400 = +00. Ainsi

+oo:p<U An> Z Y p(An) =0.

new new

Et ainsi p n’est pas une mesure extérieure.

Exercice 5. Soit d € w\{0} fixé. On rappelle que si B C R%, son diamétre est diam(B) := sup, ;¢ [la—
b||, ot ||.]| est la norme euclidienne dans R¢.

Soit s € [0, +00] et § €]0, +00]. Pour toute partie A de RY, on note R;s(A) 'ensemble des recouvre-
ments au plus dénombrables de A par des parties ouvertes de R? de diamétre inférieur a §.

On définit alors la mesure extérieure de Hausdorff de dimension s et de pas § par

H(A) = inf ) "(diam(F;))*

T (F) A
(Fi)ier€Rs( )iel

pour toute partie A de R

(1) Montrer que H} est bien une mesure extérieure.

Correction : On a bien H§()) = 0 car on peut recouvrir () par le recouvrement vide (F;);cg.
La fonction H§ est croissante pour l'inclusion car si A C B C RY, tout recouvrement de B est
un recouvrement de A et donc Hj(A) < H(B). Montrons que Hj est o-sous-additive.

Soit (An)new € P(R?). Pour chaque n on choisit (F);c1, € Rs(A,). La réunion (F;);cr des

7
F™ est un recouvrement de la réunion des A,,. On a donc :

H; (U An> <) (diam(Fy))* = > ) " (diam(F"))*.
new kel newiel,

Comme le terme de gauche ne dépend pas des F'™, on a bien

H; (U An> <Y Hj(An).

new new
Ainsi H} est bien une mesure extérieure.

On peut aussi utiliser la Proposition 3 du cours avec la fonction p: P(X) 3 A — diam(A)®,
restreinte aux ensembles de diamétre inférieur a 6.

(2) Montrer que
Vs >0, VACRY Vo, e>0, §<e= Hi(A) > H:A).

Correction : On fixe s >0, ACR? § >0 et e > 6. Soit (F;);er € Rs(A), chacun des éléments
de F a un diamétre plus petit que 8, donc que €, donc F' € R.(A), ainsi :

H?(A) <) (diam(F,))".
il
Comme le terme de gauche ne dépend pas de F, on a bien, en prenant l'infimum sur les F' €
Rs(A) :
HE(A) < Hj(A).

(3) En déduire (en se servant de l’exercice précédent) que H*, la fonction sur P(R?) définie par
H?(A) := lim Hj(A),
0—0
>0

est bien définie et que c’est une mesure extérieure. On ’appelle la mesure extérieure de Hausdorff
de dimension s.



Correction : La question précédente nous dit que pour tout A et tout s, la fonction ]0, +00[
d — Hj(A) est décroissante ceci implique (voir le lemme a la fin) non seulement que

lim Hj(A)
6—0
6>0
est bien définie (dans R ), mais aussi que
lim H{(A) = sup Hj(A).
%;8 5€]0,400[
L’exercice précédent nous assure alors que H® est une mesure extérieure.
Lemme. Soit f: ]0, +0o[— R>q une fonction décroissante. Alors

lim f(x) = sup {/(z) [z €]0, +o0[} = sup /.
x>0
Démonstration. De deux choses 'une : soit f est bornée, soit f est non-bornée.
Si f est non bornée, par définition, sup f = +o0o. Montrons que limzﬁg f(z) = +o0.
x>

Soit M > 0, il existe z¢ €]0, +o0], tel que f(xg) > M. Comme f est décroissante, pour tout
x €]0, +o0[ tel que |z — 0| < xg, f(x) > M, et donc hmw_)g f(x) = +o0.
x>

Si f est bornée, alors par définition, ¢ := sup f est fini. Montrons que limg_o f(z) = ¢.
x>0

Soit € > 0, il existe xg €]0, +o0], tel que f(zg) > £ — e. Comme f est décroissante, pour tout
x €]0, +oo[ tel que |x — 0] < zp, £ < f(z) < f(xo)l — ¢, et donc limmﬁg fz) =2 O
>

(4) Pour s = 0, montrer que H° coincide avec la mesure de comptage sur P(R%).

Correction : Supposons que X C RY est fini et notons {z1,...,x,} ses éléments et ¢ =
ming<;<;<n ||2; —x;||. Pour tout §, la collection {x1},...,{x,} est un recouvrement dans Rs(X),
ceci montre que H(?(X) < n pour tout §. Pour § < ¢, si F' € Ry, tout ensemble de F' contient au
plus un élément de X, donc F est constitué d’au moins n partie de R? et donc HY(X) > n. Ceci
montre que pour § suffisament petit H)(X) = n et donc que H°(X) = n.

Si X est un ensemble infini, il contient des ensembles finis avec un nombre arbitrairement grand
d’éléments. Par croissance de H°, on a H°(X) > n pour tout n € w et donc H°(X) = 4o0. Cest
donc bien la mesure de comptage sur R,

Exercice 6. Soit (X, A, 1) un espace mesuré et ¢, la mesure extérieure définie par
ou(B) =inf{u(A) | Ac A, BC A}, VBeP(X).

Montrer que tout élément de la tribu A est ¢,-mesurable.

Correction : Par construction, ¢, est une mesure extérieure. On a donc pour tout A, B € P(X) :
vu(B) <u(ANB) +¢u(B\ A).

I suffit donc de montrer que tout A € mathcalA et tout B in P(X),
¢u(B) = ou(AN B) + ¢u(B\ A).

Soit C' € A tel que B C C. L’ensemble ANC est dans A et ANB C ANC, donc ¢, (ANB) < u(ANC).
De méme, C\ Aec Aet B\ AC C\ A, donc ¢,(B\ A) < u(C\ A4).

De plus comme p est une mesure, p1(C') = p(CNA)+pu(C\ A). ainsi p(c) > ¢ (ANB) + ¢, (B\ A).
Comme le terme de droite ne dépend pas de C, on a

ou(B) > pu(ANB) +¢u(B\ A).



