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Exercice 1. Soit O un ouvert non-vide de Rd, montrer qu'on peut trouver un pavé ouvert rationnel
non-vide P tel que P ⊆ O.

Correction : Comme O est non-vide, on peut choisir x ∈ O. Comme O est ouvert, il existe une boule
ouverte B de centre x et de rayon ε > 0 telle que B ⊆ O. Notons ε′ = ε√

d
et Pour tout i ∈ d, on a :

xi − ε′ < xi < xi + ε′.

Comme Q est dense dans R, on peut trouver deux rationnels y−i et y+i tels que :

xi − ε′ < y−i < xi < y+i < xi + ε′.

Soit

P =]y−0 , y
+
0 + [×]y−1 , y

+
1 + [× · · · ]y−d−1, y

+
d−1 + [×

Montrons que P ⊆ O. Soit y ∈ P , On a :

||x− y||2 =

d∑
i=1

(xi − yi)2 <
d∑
i=1

ε′2 = ε2.

Ainsi, ||x− y|| < ε et donc y ∈ B ⊆ O. Donc P ⊆ O.

Exercice 2. Soit a ∈ R∗ et y ∈ Rd. On dé�nit l'homothétie de centre y et de rapport a comme la
fonction

h Rd → Rd
x 7→ a(x− y) + y.

(1) Soit A ⊆ Rd, montrer que λ(h(A)) = |a|dλ(A).

Correction : Soit A ⊆ Rd, on rappelle que par dé�nition,

λ(A) = inf
(Ri)i∈I∈RP(A)

{∑
i∈I

vol(Ri)

}
.

Pour R = (Ri)i∈I ∈ RP(A), notons Ψ(R) =
∑
i∈I vol(Ri).

On remarque la chose suivante : si P est un pavé ouvert, h(P ) l'est aussi et vol(h(P )) =
|a|dvol(P ). D'autre part, si R = (Ri)i∈I ∈ RP(A), h(R) := (h(Ri))i∈I ∈ RP(h(A)) et Ψ(h(R)) =
|a|dΨ(R).

En�n l'application h est inversible et son inverse h−1 est l'homothétie de centre y et de rapport
1
a .

Tout ce que l'on vient de dire est donc aussi valable pour h−1 (il faut changer a en 1
a ).

Soit R = (Ri)i∈I ∈ RP(h(A)), on a Ψ(R) = |a|dΨ(h−1(R)) ≥ |a|dλ(A), donc λ(h(A)) ≥
|a|dλ(A).

SoitR = (Ri)i∈I ∈ RP(A), on a Ψ(R) = 1
|a|d Ψ(h(R)) ≥ 1

|a|dλ(h(A)), donc λ(A) ≥ 1
|a|dλ(h(A)).

Finalement, λ(h(A)) = |a|dλ(A).

(2) Soit A ⊆ Rd, montrer que A est λ-mesurable si et seulement si h(A) est λ-mesurable.

Correction : On va utiliser la caractérisation de λ-mesurable de Carathéodory.

Soit A ⊆ Rd, supposons A λ-mesurable. Ainsi, pour tout B ⊆ Rd,

λ(B) = λ(A ∩B) + λ(B \A).

Soit C ⊆ Rd et notons C ′ = h−1(C). On a :

λ(C ′) = λ(A ∩ C ′) + λ(C ′ \A).



D'après la question précédente, on a :

λ(h(C ′)) = λ(h(A ∩ C ′)) + λ(h(C ′ \A)).

Or on a : h(A ∩ C ′) = h(A) ∩ h(C ′) = h(A) ∩ C et h(C ′ \ A) = h(C ′) \ h(A) = C \ h(A) (car h
est bijective), donc :

λ(C) = λ(h(A) ∩ C) + λ(C \ h(A)).

Cette égalité est valide pour tout C ⊆ Rd, donc h(A) est mesurable.

Pour la réciproque, on applique ce résultat à l'homothétie h−1 et à l'ensemble h(A).


