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Série 5 — Correction (corrigée le 25/03/2020)

Exercice 1. (1) Soit f: X — Y une application et A une tribu sur Y. Montrer que f~!(A), inclus

dans P(X), est une tribu sur X. On l'appelle tribu image réciproque de A sous f.

Correction : II faut montrer que la famille f~*(A) contient X, quelle est stable par passage au
complémentaire et qu’elle est stable par union dénombrable.

On a X = f~1(Y) et comme A est une tribu, Y € A, ainsi, X € f~(A).

Soit maintenant B = f~'(A) € f~1(A) avec A € A, on veut montrer que B° = X \ B €
f~YHA). On a B¢ = f~1(A°) (si ce n’est pas clair, prouvez-le), or A est une tribu, donc A° € A
et donc B¢ € f~1(A).

Soit maintenant B € f~1(A)“. Pour tout n € w, on peut trouver A, € A tel que B, =
71 (Ay). Notons A" = ,,c., An €t B' = U,,c,, Bn- Comme A est une tribu, A’ € A. Montrons
que

new

B =f! (U An> = J 1A =1A),
ncw new
ce qui conclura.

Soit x € B’ fixé quelconque et soit n € w tel que x € B,,. On ax € f~1(A,) C f~1(A4").
Ainsi B" C f~1(A’). Réciproquement, soit x € f~1(A’) fixé quelconque, ce qui signifie que
f(x) € A’. Soit n € w tel que f(x) € A,. Ainsi z € B,, C B’ et donc f~(A’) C B’ et finalement
f~Y(A") = B'. Finalement, f~'(A) est bien une tribu.

Soit f: X — Y une application et F inclus dans P(Y). Montrer que f~! (o(F)) = o (f*(F)) .

Correction : On rappelle que si F est une famille de partie de Y, o(F) désigne la tribu engendrée
par F, c’est a dire la plus petite tribu contenant F.
La tribu f~'(c(F)) contient la famille f~'(F), donc o (f~*(F)) C f~(c(F)).
Pour la réciproque, on considére 'ensemble de partiedeY A= {B C Y|f~Y(B) € o (f~*(F))}.
Commencons par montrer que c’est une tribu.
— OnaYeAcar f1(Y)=X € o (f7HF)).
— SiBe A ona f (B = f~Y(B)" et comme f~}(B) € o (f~YF)), f~Y(B) aussi. Donc
Bee A
— Soit B € A“ on a

f_l (U Bn) = U f_l(Bn)a
new new
et comme pour tout n € w, f~1(By) € o (f7HF)), Unew /' (Bn) € o (f71(F)) et donc
Upnew, Bn € A.
On a F C A et donc o(F) C A. D’autre part, par définition, pour tout B € A, f~1(B) €
o (f~X(F)). Ainsi pour tout B € o(F), f~1(B) € o (f~*(F)) et donc f~ (c(F)) C o (f~H(F))
et finalement, f~(c(F)) = o (f~1(F)).

Soit g: R — R une bijection qui envoie tout pavé ouvert de R? sur un borélien de R%. Déduire
des questions précédentes que g envoie tout borélien de R? sur un borélien de R¢.

Correction : On applique les questions précédentes & f := g~ en se souvenant que la tribu
borélienne est engendrée par les pavés ouverts. En posant F la famille des pavés ouverts de R? et
B = o(F) la tribu borélienne de R%. Soit B € B, on a d’aprés la question (2) : f~*(B) € o(F) = B,
donc g(B) = f~(B) est borélien.



Exercice 2. Soit (X, A, 1) un espace mesuré. On dit qu'un ensemble N C X est p-négligeable s’il
existe A € A tel que N C A et p(A) = 0. On note NV, la collection de toutes les parties p-négligeables
de X.

(1) Uniquement dans cette question, on suppose que A = P(X), ce qui fait de p également une
mesure extérieure. Montrer que la définition des parties négligeables pour une mesure ci-dessus
correspond & la définition des parties négligeables pour une mesure extérieure vue dans le cours.

Correction : On rappelle que si ¢ est une mesure extérieure, une partie A de X est ¢-négligeable
si p(A) = 0.

Supposons qu’une partie N € A est u-négligeable(cours). On a N C N € A et u(N) = 0, donc
N est p-négligeable(exo).

Supposons qu’une partie N € A est u-négligeable(exo). On a N C A € A et u(A) = 0, par
croissance de v (qui est une mesure extérieure), on a 0 < u(N) < u(A) =0 et donc u(N) =0 et
N est p-négligeable(cours).

(2) Montrer que N, est un anneau d’ensembles.

Correction : On rappelle qu’une famille non-vide F est un anneau d’ensemble si
A BeF<(AUBetA\BEF).

On a p(0) =0, donc O € N, et donc N,, # 0.

Soient N1, Ny € N,,. On se donne A, et Ay tels que N; C A; et u(A;) =0 pour i = 1,2. On
a Ny UNy C Ay U Ay et pu(Ay U Asz) < (A1) + pu(Az) = 0. Donc Ny U Ny € N,,. D’autre part,
N1\ N2 C Ay et donc Ny \ Ny € N,,. Ceci montre bien que N,, est bien un anneau d’ensemble.

Notons dés a présent, qu’une réunion dénombrable de négligeable est toujours négligeable.

(3) Montrer que A= {AUN; Ae A, N € N} est une tribu.

Correction : On a bien X = X U € A. Soit A € A fixé quelconque. Fixons B,C € A et
N € N, tels que :
A=BUN, NCC et u(C)=0.
On a
A°=(BUC)=B°NN°=B°N(N°N(CUC®) =(B°NN°NCHYU(B°NN°NC)=(B°NC)U(B°NN°NC).

La derniére égalité bien du fait que C° C N°. Comme B et C sont dans A, BN C° est dans A.
De plus BENN°NC C C et donc B NN°NC € N,,. Ce qui montre que A° € A.

Enfin Si A € A, pour tout n, on peut choisir B, € A et N, € N, tels que A, = B, UN,,.

On
) U A4n=JBaUN) =] BaU [ J N

new new new new

Or comme A est une tribu, | B,, € A et d’aprés la remarque faites a la question précédente,
Uncw Nn € Ny Ainsi, |J

new

new An € A et finalement A est une tribu.
(4) Montrer que i: A — [0;+00], AUN — pu(A) (pour A€ Aet N € N,.) est bien définie et une
mesure sur (X,.A). On dit que ’espace mesuré (X, A, 1) est le complété de (X, A, n).

Correction : Montrons tout d’abord que ji c¢’est bien défini. Soit A € A et soit By,By e Aet
N1, Ny € N, tels que
A:BIUNl = By U Ns.
On veut montrer que [i(A) ne dépend pas de la décomposition choisi et donc que p(By) = pu(Bs).
Soit Ay € A tel que Ny C As et u(A2) =0. On a By C By UN; C Bo UNy C By U Ay et donc
w(B1) < u(Bz) 4+ 0 et donc par symétrie u(By) = p(Bs) et ainsi i est bien définie.
On veut maintenant montrer que [i est bien une mesure. On a clairement (()) = 0. Reste a

montrer la o-additivité. Soit A € A¥ disjoint. Pour chaque n € w, on choisit une décomposition
A, =B, UN, avec B, € Aet N, € N,,. On a

U= (Ua)o(us)

new new new



avec U,,., Bn € A disjoint et |J, ., N» € N,, disjoint. Finalement on a :

new new

ﬁ(U An> =M<U Bn> = > w(Bn) = fi(An).

new new new new

Et donc 1 est une mesure.
(5) On suppose ici que A = {0, X} est la tribu grossiére. Décrire le complété de (X, A, p).

Correction : Il y a deux cas a considérer : u(X) =0 et u(X) # 0.

Si (X)) = 0, toutes les partie de X sont p-négligeables et donc A = N, =P(X).

Au contraire si u(X) # 0, aucune partie non vide de X n’est négligeable et donc N,, = {0} et
par suite, A=A

(6) On suppose ici que la tribu A contient le singleton {a} ot a € X, et que p = p, est la mesure de
Dirac au point a. Décrire le complété de (X, A, p).

Correction : Notons §, la mesure de Dirac au point a. On va montrer que la tribu complétée
A est égale a P(X).

Comme {a} € A, I'ensemble {a}® € A. Par définition de la mesure de Dirac, 0,({a}¢) = 0.
Soit A C X, on peut écrire A = (AN {a})U (AN {a}°).

L’ensemble (AN{a}) est soit vide, soit égale a {a}, dans les deux cas il est dans A. L’ensemble
(AN {a}®) est inclus dans {a}® dont la mesure est nulle et il est donc dans N,,. Ainsi A € A.
Comme A était quelconque, on a bien P(X) = A

Exercice 3. Soient £ = B(R;R) C R® I'espace de Banach des fonctions bornées, muni de la norme
uniforme || - ||o. On note h, = (z — a + k(z — a)) € R® Phomothétie de centre a € R et de rapport
ke R>0.
On définit les deux ensembles Dy := Roy/0 et Dy := Dj = Ry /o, et Papplication T' € EF par
T(f)lp, = hiaj20 fohizpour f € Eetic{0;1}.
(1) Montrer que T est bien dans E¥, et que pour tous f,g € E , on a |T(f) —T(g)lls < [If — gl
(en particulier que T est contractante).

Correction : Soit f € E, il existe M > 0 tel que f(R) C ([-M, M]). On en déduit hg /s o
fohos(R) € [Z£, %] et hiipo fohisR) C [1+ =L, 1+ %] et finalement T(f)(R) C
(=M, 1+ 2], Ainsi T € EP.

Soient f,g € E,xo € R et ig € {0,1} tel que zg € D;,. Notons yo := hjy o, (o). On a :

T(f)(xo)=T(9)(w0) = hig172(f (hiwo (£0)))=hig,1/2(9(Rig,z0 (€0))) = hig,1/2(f (40))—=Tig,1/2(9(10)) =
et donc |T(f)(x0) — T(g)(x0)| < 3|f — gll et finalement | T(f) — T(g)|| < IIf — 9.

DN | =

(2) En déduire que I’équation T'(g) = g admet une unique solution go dans £ = B(R;R).

Correction : (’est une application directe du théoréme de point fixe de Banach qui nous dit
que si ¢ est une application contractante sur un espace métrique complet, alors est admet un
unique point fixe.

(3) On définit le sous-ensemble Fo C B(R;R) composé de toutes les fonctions f continues, crois-

santes, nulles sur | — oo; 0], égales a £ sur [4;2] et égales & 1 sur [1;+ool.

Montrer que F¢ est un fermé de B(R;R) stable par I’application 7'

Correction : L’ensemble F¢ est intersection dans B(R;R) de
— Densemble des fonctions continues

— Densemble des fonctions croissantes

— l'ensemble des fonctions constantes égales a 0 sur |
— l’ensemble des fonctions constantes égales a & sur [%, 3]
— l'ensemble des fonctions constantes égales a 0 sur [1,4o00[

(f(yo) — 9(0)) -



On montre facilement que chacun de ces ensembles est un sous-ensemble fermé de B(R;R). Ceci
implique que F¢ est fermé.

Soit f € Fg, T(f) est continue et croissante sur Dy et D; comme composée de fonctions
continues et croissante. De plus pour x € 3,3, on a T(f)(z) = 1 f(3z) = % et pour x € [3, 2],
onaT(f)(z)=3fB(x—1)+1)= f(3z —2) = 3. Donc T(f) est constante égale a § sur [, 2]
et en particulier continue en % donc continue sur R.

On vérifie facilement que T'(f) est constante égale 4 0 sur | — 0o, 0] et constante égale a 0 sur
[1,+o0] et donc finalement, on a bien T(f) € F¢.

Conclure que gg € Fe.

Correction : On peut appliquer une nouvelle fois le théoréme de point fixe mais en voyant
maintenant T comme une application de Fc dans Fo qui est complet comme fermé dans un
complet. On obtient ainsi un unique point fixe dans F¢ ce point fixe est nécessairement g.



