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Série 9 — Correction (corrigée le 29/04,/2020)

Exercice 1. Soient f, g € R? deux fonctions pas nécessairement mesurables telles que 7 1, Tg, [f et

J g soient différents de foc.

(1)

Montrer que if <[f.

Correction : On rappelle que

/f:sup{/h’heLl,hgf} et /f:inf{/h’heLl,hzf}.

Pour alléger, on note :
L'(f)y={heL'h<f} et LYf)={heL'lh>f}.

L’hypothése faites sur les intégrales supérieure et inférieure de f implique que ces ensembles sont
non-vide. Pour toutes hy € L(f) et hy € L'(f), on a hy < f < hy, et comme h; et hy sont dans
L' on peut appliquer la monotonie : [ h1 < [ ha, en passant au sup (pour hi) et a I'inf (pour

h2), on obtient [ f < Tf.

Montrer quei—f =—/f.

Correction : Soit h € L1(f), alors —h € L*(—f), et de plus [ —h = — [ h. En passant au sup
pour h (donc a I'inf pour —h), on obtient Montrer que [ — f = —[f.

Montrer quei(f%—g) Zif*’ig-

Correction : Soient hy € L'(f) et hy € L1(f), on a hy + hy € L* et hy + ha < f + g, donc
hy+hy € LY(f + g). Ainsi, on a :

/h1+/h2:/(h1+h2)</f+9-

Finalement en passant au sup sur hy et hy, on obtient [(f+g)> [f+ [g.

Montrer que T(f +g) < Tf + Tg.

Correction : On applique les deux questions précédentes :
/(erg):*/*(erg)Sf/fff/fg:/er/g.

Montrer que : f+g € L*(Q,R) = [(f+g) = ferTg. On pourra utiliser que f = (f+g)+(—g).

Correction : Comme f+g€ L', ona [(f+g)= [(f+9) = [(f+g). On suit I'indication (et
g=f+g+(—f)) et on se sert des questions précédentes. On obtient :

[r= [uvas [a=[e+o-[o
/g</(f+g)+/(—f)=/(f+g)—/f,

et donc f(f—&-g):if‘*‘jg-



(6) Soit A une partie de R?. Montrer que TXA < A*(A), ot A* est la mesure extérieure de Lebesgue.

Correction : Si \*(A) = +oo, il n’y a rien a montrer. On suppose donc dés a présent que
A (A) < +00. Soit (A;)ier un recouvrement de A par un nombre au plus dénombrable de pavés
ouverts de R? tel que Y, ; A(A;) < oo. Pour tout i € I la fonction x4, est mesurable et donc
(pourquoi?) g := Y. ; xa, est mesurable et pour tout x in Re, g(z) > 0 et pour tout x € A,

g(x) > 1. Finalement, g > x4 donc g € LY(A). Par ailleurs, on a :
/XA</9—/ZXA —Z/XA = (A
i€l iel iel

En passant a I'infimum, sur les recouvrements, on obtient f xa < A (A).

(7) En utilisant des théorémes du cours et les questions précédentes, trouvez des exemples de f, g
tels que toutes les inégalités des questions 1, 3 et 4 sont strictes.

Correction : Comme A([0,1]) > 0 et d’aprés le théoréme de Vitalli, on peut se donner un
ensemble V C [0,1] tel que V n’est pas mesurable. Posons (R, Ay, \1), f = xv et g= —xv. On

sait que f n’est pas mesurable, donc [f # [f et donc [f < [f.
D’aprés la question 2, on a aussi [g < [g. Comme f+g =0, f+gec L' et [(f+g)=
f f+9) =0/ f+g. Dapres la question 5, on a :

[r+ fo< fo+ fom fiss= fursafirso- frs foc 1+ ]

Exercice 2. Pour n € w>1, on définit la fonction :
fnr R — R

nsin (%) 240
x z(1+ 22?) S
1 siz=0.
+oo
Calculer, lim fn-
n—oo [

Correction : Pour tout n > 1, f,, est mesurable car continue. En effet, d’une part elle est continue
sur R\ {0} par les propriétés habituelles. En 0, il suffit de montrer que limx;Zo fn(x) = f2(0). Or on a
z#0

pour z #0 :
_ nsin (%) _sin (%) 1 _
fnl@) = r(1422) - 1+ 22 Q) 1= /x(0).

L’avant derniére égalité vient du fait que Sln(y)

On a, pour tout x € R\ {0} fixé,

—()) 1 car sin est dérivable et sa dérivée en 0 est 1.
N

sin(£) 1 1
n J—
A fu(@) = D s = T
_ : _ _ 1
et pour x =0, on a aussi f,(0) =1 = l=17m

Ainsi la suite (f)necw converge ponctuellement vers la fonction

fo: R — R

[ —

142
De plus, la fonction fo, domine toutes les f,, et est intégrable (on va le vérifier). En effet, pour tout
n>letxeR,ona:

) = [F20) 1

L 1+a?

lsin(2)] 1 1
ElT T

= foo(x)a

car |sin(x)| < |z| pour tout = € R. Donc, le théoréme de convergence dominée implique que

400 “+o0 1 N
1 = —_— = © =
nggloo N fn= /_Oo T2 dz = arctan(z)|T% = .



Exercice 3. (1) Pour n € w, calculer / 2" log zdz.
10,1

Correction : Cette fonction est continue et de signe constant sur ]0,1[, on peut donc sans
probléme utiliser I'intégrale de Riemann.

1—e¢
/ 2" log xdx = lim </ z" log a:dx)
Jo.1] e—0 e

. 2"l logz] ¢ 1=e gn+i-1

=lim | | ———— - dz
e—0 n+1 |, . n+1

1 gntt e

B EE)% (n + 1)2 €

1
wr1p

(2) En déduire la valeur de / log(x) dzx.
10,1[ 1-=

Correction : On considére plutot la fonction g: 10,1[€ = — —% qui a le bon gotit d’étre
positive. Pour tout n € w, on pose fn: 0,13 z — — > _, ¥ logzdz. De plus la suite (f,)new
est une suite croissante de fonctions positives et mesurables. On a donc, d’aprés le théoréme de

convergence mononote :

= 1 2
g = sup fn= Ty — -
/]0,1[ 2 (k+1)*2 6

necw ]0)1[ k=0
1 2
Ainsi, on obtient : / og(#) dx = _l_
]071[ ]. — X 6
+oo 1 w2

Rappel : ) ;= 72 = %



