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Exercice 1. Soit (X, d) un espace métrique,
(1) Trouver une condition nécessaire et suffisante sur d pour que toutes les suites

convergeantes sur X soient stationnaires.
(2) Dans ce cas, que dire des fonctions continues de (X, d) vers (Y, d′)?

Exercice 2. (1) Soient a < b des réels. Montrer que les deux intervalles ]0, 1[ et ]a, b[
sont homéomorphes.

(2) Soient a, b ∈ R. Montrer que les deux intervalles ] − ∞, a[ et ]b,+∞[ sont ho-
méomorphes.

(3) Montrer que x 7→ tan(x·π/2) réalise un homéomorphisme entre ]0, 1[ et ]0,+∞[.
(4) Montrer que ]− 1, 1[ et ]−∞,+∞[ sont homéomorphes.
(5) En déduire que deux intervalles ouverts non vides de R sont toujours homéo-

morphes.
(6) Montrer que par contre [0, 1] et ]0, 1[ ne sont pas homéomorphes.

Exercice 3. Soit (X, δ) un espace métrique et f : X → R une application. Pour x, y
dans X , on pose :

df (x, y) = |f(x)− f(y)| .
Pour x ∈ X et r ∈ R∗

+, Bδ(x, r) désigne la boule ouverte de centre x et de rayon r pour
δ et, quand cela a du sens, Bdf

(x, r) la boule ouverte de centre x et de rayon r pour df .
(1) Trouver une condition nécessaire et suffisante sur f pour que df soit une distance

sur X .
(2) On suppose que f est continue sur (X, δ) et que df est une distance sur X .

(a) Montrer que pour tout x ∈ X et r′ ∈ R∗
+, il existe r ∈ R∗

+ tel queBδ(x, r) ⊂
Bdf

(x, r′).
(b) Montrer que les ouverts de (X, df ) sont des ouverts de (X, δ).
(c) Si I désigne l’application identité deX dansX . Que peut-on dire de la conti-

nuité de I : (X, δ) → (X, df )?
(d) Montrer que I : (X, df ) → (X, δ) n’est pas forcément continue.

Exercice 4. Soit (X, d) un espace métrique et A une partie deX . Donner une condition
nécessaire et suffisante sur A pour que χA, la fonction indicatrice de A, soit continue.

Exercice 5. Soient (X, d) et (X ′, d′) deux espaces métriques et f : X → X ′ une appli-
cation.

(1) Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) L’application f est continue.
(ii) Pour tout partie B de X ′, f−1(B) ⊆ f−1(B).
(iii) Pour tout partie A de X , f(A) ⊆ f(A).

(2) Trouver un exemple d’application non-continue f pour lequel pour tout partieA

satisfait
˚̆

f(A) ⊆ f(Å).
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Exercice 6. Soit (Z, δ) un espace métrique. Si A,B sont deux parties de Z , on note
dist(A,B) = inf{δ(a, b)|a ∈ A, b ∈ B}.

(1) Soient x et y deux suites deZN telles que pour tout n ∈ N, δ(xn, yn) ≥ r. Montrer
qu’il existe une partie M infinie de N telle que

dist ({xn|n ∈ M}, {yn|n ∈ M}) ≥ r

3
.

On pourra distinguer les cas où il existe x ∈ X (resp. y ∈ Y ) tel que l’ensemble
{n ∈ N|d(xn, x) <

r
3} (resp. {n ∈ N|d(yn, y) < r

3}) est infini. En dehors de ces
cas, on peut construireM par récurrence.

(2) Soit (X, d) et (Y, d′) deux espaces métriques et f : X → Y une application. Mon-
trer que les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) L’application f est uniformément continue sur X .
(ii) Pour toutes partiesA,B deX , sidist(A,B) = 0 alors dist(f(A), f(B)) = 0.
(iii) Pour toutes suites a, b de XN, si la suite (d(an, bn))n∈N tend vers 0 alors, la

suite (d′(f(an)), d′(f(bn)))n∈N tend vers 0.

Exercice 7. Soit (X, d) un espace métrique et A une partie fermée de X . En reprenant
la notation dist de l’exercice précédent, montrer que l’application φ : X → R, définie
par φ(x) = dist(A, {x}) est uniformément continue sur X (avec R muni de la métrique
standard).


