TOPOLOGIE METRIQUE — INTERROGATION ECRITE 3 — PRINTEMPS 2026

120 MINUTES - 21 MAI 2026

Les dispositifs communiquants (téléphones, montres connectées, etc.) sont interdits ainsi
que tous les documents.

Exercice 1. Enoncer le théoréme de compacité de Riesz.

Exercice 2. On considére 'espace R[X] et 'application ||-||  : R[X] — R définie par :
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— Montrer que ||-||  est bien définie et que c’est une norme.

— Montrer que l'application ¢ : R[X] — R[X] définie par o(P) = (X + 1)P est
continue et calculer |||

— Montrer que l'application ¢ : R[X] — R[X] définie par ¢(P) = P’ n’est pas
continue.
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Exercice 3. Soient (X, T') un espace topologique et (A, ),en une suite de parties de X
telle que pour toutn € N, A, N A, 41 # 0.

(1) Montrer que si pour tout n, A,, est connexe, alors | J A,, est connexe.

neN
(2) Montrer que si pour tout 7, A,, est connexe par arc, alors | J,,. An est connexe
arc.

Exercice 4. Soit (X,7) un espace topologique et (E, ||-||) un espace vectoriel normé
complet. On considére le sous-espace vectoriel de B :

F:=C)(X,E) ={f: X — E, f continue et bornée}

que I'on munit de la norme ||-|| . Le but de cet exercice est de montrer que F' est complet.
On se donne donc (f,,)nen € F une suite de Cauchy.
(1) Montrer que I'on peut définir f € EX telle que pour tout x, f,, () =3 f(z).
(2) Montrer que la fonction f est bornée.
(3) Montrer que f,, "3 f dans £ muni de la norme ||-|| ...

Pour la suite des questions, on fixe un € X, on va tenter de montrer que f est continue
en .

(4) Que signifie qu’une partie U de E est un voisinage de f(z)?

(5) Que signifie que f est continue en z? (On rappelle que X n’est pas un espace
métrique).

(6) On fixe € > 0 et un entier n tels que || f,, — f||., < €/3. Montrer que
fa H(B(fa(2),¢/3)) C fr 1 (B(f(2), €)).
(7) En déduire que f est continue en x.

(8) Conclure.
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Exercice 5. On va considérer une assertion (fausse) et une tentative démonstration de
cette assertion.

(1) Expliquer en quoi la démonstration est fausse.

Vous pouvez faire référence a la numérotation des arguments.

(2) Donner un contre-exemple a I’assertion.

Assertion 1 (Fausse). Soit (E, ||-||) un espace vectoriel normé et f: E — E une appli-
cation linéaire. Alors f est continue en Og.

Démonstration.

1. II suffit de démontrer que f est séquentiellement continue en Op.

2. On se donne donc une suite (2, )neny € EN qui tend vers Oz et on souhaite
montrer que (f(x,))nen tend vers f(0g) = Og.

3. Notons B := B(0g, 1) laboule unité fermée centrée en 0 z. Comme f est linéaire
et que B est un fermé borné, f est bornée sur B.

4. Notons donc M > 0 un majorant de || f|| sur B. On a alors, pour tout x € E :

lol €1 = /@) < M.

5. Montrons que pour toutn € N, || f(z,)]| < ||zn|| M. Siz,, = 0, les deux cotés de
I'inégalité sont égaux a 0 et elle est donc satisfaite.

6. Sinon,on a:

o = |1 (el 225 )| = ol (5225) | < ol
[« nH H:an

7. La derniére inégalité vient du fait que ‘ T ‘ = —Hi” = 1 et donc ” e B.

8. Pour toutn € N, 0 < || f(z)|| < [|zn]] M, et (|[2n]]),,cn qui tend vers 0 donc le
théoréme des gendarmes permet d’affirmer que || f(z,,)|| "— 0.

9. Donc f(z,) — "Z3° 0. Et donc f est continue en 0. O



