1 Wiederholung

1.1 Darstellung und Invarianz

Sei G eine endliche Gruppe und V ein komplexer Vektorraum. p ist eine Dar-
stellung, falls es ein Homomorphismus ist, die von G nach GL(V') abbildet.
Manchmal schreiben statt p(s) auch manchmal p,. Wir bezeichnen V als den
Darstellungsraum von G. (kurz: Darstellung von G )

Sei p eine lineare Darstellung von G nach GL(V') und W einen Untervektor-
raum. Dann ist W stabil, falls fiir alle w € W folgt, dass p;w € W. Wir nennen
W eine Unterdarstellung von V.

1.2 Satz iiber stabile Komplemente

Sei p : G — GL(V) eine lineare Darstellung und W einen Untervektorraum,
welches stabil in G ist. Dann existiert ein Komplement W C V', welches stabil
in G ist.

2 Irreduzible Darstellung

2.1 Definition Irreduzible Darstellung

Sei (V, p) eine Darstellung von G. Wir nennen sie irreduzibel, falls, aufler V
und die Nullmenge, keine Unterdarstellung von V existiert.

Aus Satz 1.2 geht hervor, dass die Definition dquivalent ist zu der Aussage,
dass V nicht die direkte Summe von zwei echten Unterdarstellungen ist.

2.2 Satz iiber direkte Summen von irreduziblen Darstel-
lungen

Jede Darstellung ist eine direkte Summe von irreduziblen Darstellungen.
Bemerkung Falls V irreduzibel, dann ist V =V.

Beweis Beweis iiber vollstéindige Induktion mit der Aussage: Jede Darstellung
V mit dim(V) < n ist eine direkte Summe von irreduziblen Darstellungen.

Induktionsanfang mit n =1 Falls die Dimension gleich 1 ist, folgt, dass
auler V und 0 kein Untervektorraum von V existiert. V ist irreduzibel.

Induktionsschluss Falls V irreduzibel ist, so gilt V = V.

Sei V' nicht irreduzibel. Sei V3 mit 0 C V3 C V, wobei V; eine Unterdarstel-
lung ist. Sie existiert, weil V' nicht irreduzibel ist. Dann existiert eine weitere
Unterdarstellung Vo mit V= V5 @ V2. Es gilt dann dim(V;) < dim(V) und
dim(V2) < dim(V'). Nach dem Induktionsschritt folgt, dass V4 und V; aus einer
direkten Summe von irreduziblen Darstellungen besteht und somit tut dies auch
V. O



2.3 Tensorprodukt und Darstellungen

Seien p; : G — GL(V;) und py : G — GL(V3) zwei Darstellungen. Wir wol-
len eine Darstellung p auf dem Tensorprodukt von V; und V5 definieren. Seien
(e;)ier die Basis von Vi und (f;) ey die Basis von V. Dann definieren wir fiir
jedes s aus G, jedes i aus I und jedes j aus J

psle; ® f;) = pilei) ® p2(f;).

Das gibt uns fiir jedes s aus G eine lineare Abbildung ps : V1 @ Vo = V] ® V5.
Wie gezeigt wurde, ist p eine Darstellung.

Beweis Wir zeigen, dass p ein Gruppenhomomorphismus ist.

Verkniipfungen von GL(V;) und GL(V2) : Komposition

pst(ei®f;) = pii(e)®@p2,(f;) psopi(ei)®@pZopi(f;)

Zudem gilt:
psopi(ei®f;) = ps(pt (e)®p7 () = pa(pi(€:))@p2 (07 (f;)) = propi (e)@p20p7 (f;) = pst = psopr
p1=pi@pi =id®id = id

Daraus ergibt sich: id = p1 = py—1 = pr o py-1 = py—1 = (py) 10

2.4 Symmetrisches und alternierendes Tensorquadrat

Wir betrachten das Tensorprodukt V @ V. Sei (e;)1<i<n eine Basis V. Wir defi-
nieren Sym* V' = Span {(e; ® ¢; + ¢; ® €;);<;} und Alt? V = Span {(e; ® €j —e; ®e;)icjt

Behauptung V ® V = Sym?V + Alt? V

Beweis
x:Z/\ijei@)ej =
i<j

Z)\v.ei@)eg‘+€¢®6j+ej®ei—ej®ei _
i 2
1<j

Z)\ij(ei ®ej+e; ®ei) +Z/\ij(ei Kej—e; ®€i)

Y i<j

in Sym? V/ in Alt2 V

Behauptung V@V =Sym?V @ Alt? V



Beweis Es gilt: dim(Sym? V) < 20 gim(A1t? V) < 2=b),

nn+1) n(n-—1)
2 + 2

dim(Sym? V + Alt? V) < dim(Sym? V) +dim(Alt?> V) <
n? < dim(Sym? V) + dim(Alt* V) < n?
n(n+1)
2
(n—1)
2

= dim Sym?V =

dim Alt2V = 2

Wir benutzen die Dimensionsformel:

dim(Sym? V 4 Alt*> V) = dim(Sym? V) +dim(Alt* V) —dim(Sym? VN Alt* V)
n? = n? — dim(Sym? V N Alt* V)
0 = dim(Sym? V N Alt> V)
Sym? V N Alt2 V = {0}
O
Wir werden jetzt zeigen, dass Sym? V eine Unterdarstellung ist. (Fiir A2V

ist der Beweis dhnlich). Dies bedeutet, dass kein irreduzibles Tensorquadrat gibt
aufler, wenn dim V' =1 gilt.

Behauptung Sym?V ist stabil.
Beweis Sei p: G — GL(V ® V) eine Darstellung und s € G
ps(ei ®ej +ej ®e;) = ps(e; ®ej) + psle; @ e;)

= ps(€i) ® psle;) + ps(e;) @ ps(e:)

= (Z A};ek) [ (Z )\i,ek/) + (Z )\i//ek//) (24 (Z )\i,,/ekm)
= Z A’]L;:A‘]];./ek Qe + Z )\i// )\7];6///6]@// ® epm

k,k/ kl/k/l/
= E A%Ai,ek X e + E )\i,)\iek/ X e
k! Wk

= Z )\};)\i,(ek X ep + Repr & ek)
Y

O

3 Beispiele

3.1 Die zyklische Gruppe Z/nZ

Wir suchen die Darstellung von Z/nZ = {0,1,...,n — 1}. Die Gruppe Z/nZ
ist abelsch und wir suchen fiir Z/nZ die 1-dimensionalen Darstellungen. Jede



linear Abbildung C — C ist characterisiert bei eine komplexe Zahl, GL(C) =
(C*, ). Fiir jede Darstellung von Z/nZ muss gelten, dass py = p(0) = 1¢ und

p(I+1++1)=p(0)=1=1=p(I) p(12)7r .’.,.p(i) = p(1)™. p(1) ist also eine

n-te Wurzel von 1. Wir definieren p(k) = e~ = mit h € {0,...,n — 1}

Behauptung & — p(k) definiert eine Darstellung von Z/nZ.

Beweis Seien k,[ € Z/nZ.

- 2im(k+b)h 2irkh 2inlh

pk+l)=en  =en e n =pk)-p(l)
plky = e = () = (o)

Wir zeigen noch die Représentantenunabhéngigkeit. Seien z, 2 € Z, sodass z =
Zund k,n € Z mit 2/ =z + kn

- 2imz’ \ P 2ixz  2imkn \ P 2irz o h 2inzh _
p(z/):<e z ) :<e e 2 ) :<e : e2mk> = 25 = p(2).

O

3.2 Die symmetrische Gruppe G5 und ihre Darstellung

Die symmetrische Gruppe &3 beinhaltet alle Permutationen von 3 Elementen.
Sie ist nicht abelsch. Nun kénnen wir ein Element aus &3 auf die Koordinaten
von C3 wirken lassen. Sei p, : &3 — GL(C?), die ein Element aus &3 in eine
Abbildung abbildet, die die Permutation auf die Koordinatoren eines Vektor
anwendet. Wie gezeigt wurde, ist dies eine Darstellung von &s3.

1
Die Darstellung von &35 ist nicht irreduzibel. Trivialerweifle ist span 1
1
21
eine Unterdarstellung. Wir betrachten die Unterdarstellung. V = 22|l €Cizy+204+23=0
3

Behauptung V ist irreduzibel

Beweis Da V 2-dimensional ist, muss jeder nicht-trivialer Untervektorraum
und jede nicht-triviale Unterdarstellung 1-dimensional sein. Wir nehmen, dass
V' nicht irreduzibel ware. Dann existierte eine Unterdarstellung U mit U =

21 21
span 22 mit | zo | # Ocs. Wir nehmen an, dass z; nicht null ist. Da U
23 23
21 22 21 <1
stabil ist, folgt dass auch [ z3 |, | 23] € U. Damit gilt | 22 | = A- [ 23| =
22 21 23 22
21 21
A=1Da | z2 | # 0, weil es sonst keine Basis wére, ist auch | z3 | # 0. Eine
z3 2

ghnliche Argumentation benutzen wir bei den anderen Vektoren. Wir folgern,



dass z9 = 23 = 21 = 0 = 21 + 29 + 23 = 322 und damit haben wir einen
Widerspruch. Fall z; = 0, kann man gleich argumentieren mit der zweiten oder
der dritten Koordinate. [

3.3 Ubungsaufgabe

Es gibt eine analoge Darstellung p : &4 — GL(C*). Ist die komplementire
1

— =

Darstellung von span irreduzibel ?

[t



