
1 Wiederholung

1.1 Darstellung und Invarianz

Sei G eine endliche Gruppe und V ein komplexer Vektorraum. ρ ist eine Dar-
stellung, falls es ein Homomorphismus ist, die von G nach GL(V ) abbildet.
Manchmal schreiben statt ρ(s) auch manchmal ρs. Wir bezeichnen V als den
Darstellungsraum von G. (kurz: Darstellung von G )

Sei ρ eine lineare Darstellung von G nach GL(V ) und W einen Untervektor-
raum. Dann ist W stabil, falls für alle w ∈W folgt, dass ρsw ∈W . Wir nennen
W eine Unterdarstellung von V .

1.2 Satz über stabile Komplemente

Sei ρ : G → GL(V ) eine lineare Darstellung und W einen Untervektorraum,
welches stabil in G ist. Dann existiert ein Komplement W ⊂ V , welches stabil
in G ist.

2 Irreduzible Darstellung

2.1 Definition Irreduzible Darstellung

Sei (V, ρ) eine Darstellung von G. Wir nennen sie irreduzibel, falls, außer V
und die Nullmenge, keine Unterdarstellung von V existiert.

Aus Satz 1.2 geht hervor, dass die Definition äquivalent ist zu der Aussage,
dass V nicht die direkte Summe von zwei echten Unterdarstellungen ist.

2.2 Satz über direkte Summen von irreduziblen Darstel-
lungen

Jede Darstellung ist eine direkte Summe von irreduziblen Darstellungen.

Bemerkung Falls V irreduzibel, dann ist V = V .

Beweis Beweis über vollständige Induktion mit der Aussage: Jede Darstellung
V mit dim(V ) ≤ n ist eine direkte Summe von irreduziblen Darstellungen.

Induktionsanfang mit n = 1 Falls die Dimension gleich 1 ist, folgt, dass
außer V und 0 kein Untervektorraum von V existiert. V ist irreduzibel.

Induktionsschluss Falls V irreduzibel ist, so gilt V = V .
Sei V nicht irreduzibel. Sei V1 mit 0 ( V1 ( V , wobei V1 eine Unterdarstel-

lung ist. Sie existiert, weil V nicht irreduzibel ist. Dann existiert eine weitere
Unterdarstellung V2 mit V = V1 ⊕ V2. Es gilt dann dim(V1) < dim(V ) und
dim(V2) < dim(V ). Nach dem Induktionsschritt folgt, dass V1 und V2 aus einer
direkten Summe von irreduziblen Darstellungen besteht und somit tut dies auch
V. �
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2.3 Tensorprodukt und Darstellungen

Seien ρ1 : G → GL(V1) und ρ2 : G → GL(V2) zwei Darstellungen. Wir wol-
len eine Darstellung ρ auf dem Tensorprodukt von V1 und V2 definieren. Seien
(ei)i∈I die Basis von V1 und (fj)j∈J die Basis von V2. Dann definieren wir für
jedes s aus G, jedes i aus I und jedes j aus J

ρs(ei ⊗ fj) = ρ1s(ei)⊗ ρ2s(fj).

Das gibt uns für jedes s aus G eine lineare Abbildung ρs : V1 ⊗ V2 → V1 ⊗ V2.
Wie gezeigt wurde, ist ρ eine Darstellung.

Beweis Wir zeigen, dass ρ ein Gruppenhomomorphismus ist.

ρs·t(ei⊗fj) = ρ1s·t(ei)⊗ρ2s·t(fj)
Verknüpfungen von GL(V1) und GL(V2) : Komposition

= ρ1s◦ρ1t (ei)⊗ρ2s◦ρ2t (fj)

Zudem gilt:

ρs◦ρt(ei⊗fj) = ρs(ρ
1
t (ei)⊗ρ2t (fj)) = ρ1s(ρ

1
t (ei))⊗ρ2s(ρ2t (fj)) = ρ1s◦ρ1t (ei)⊗ρ2s◦ρ2t (fj)⇒ ρst = ρs◦ρt

ρ1 = ρ11 ⊗ ρ21 = id⊗ id = id

Daraus ergibt sich: id = ρ1 = ρt·t−1 = ρt ◦ ρt−1 ⇒ ρt−1 = (ρt)
−1�

2.4 Symmetrisches und alternierendes Tensorquadrat

Wir betrachten das Tensorprodukt V ⊗V . Sei (ei)1≤i≤n eine Basis V . Wir defi-
nieren Sym2 V = Span {(ei ⊗ ej + ej ⊗ ei)i≤j} und Alt2 V = Span {(ei ⊗ ej − ej ⊗ ei)i<j}.

Behauptung V ⊗ V = Sym2 V + Alt2 V

Beweis

x =
∑
i≤j

λijei ⊗ ej =

∑
i≤j

λij
ei ⊗ ej + ei ⊗ ej + ej ⊗ ei − ej ⊗ ei

2
=

∑
i≤j

λ
′

ij(ei ⊗ ej + ej ⊗ ei)︸ ︷︷ ︸
in Sym2 V

+
∑
i<j

λ
′

ij(ei ⊗ ej − ej ⊗ ei)︸ ︷︷ ︸
in Alt2 V

�

Behauptung V ⊗ V = Sym2 V ⊕Alt2 V
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Beweis Es gilt: dim(Sym2 V ) ≤ n(n+1)
2 dim(Alt2 V ) ≤ n(n−1)

2 .

dim(Sym2 V +Alt2 V ) ≤ dim(Sym2 V )+dim(Alt2 V ) ≤ n(n+ 1)

2
+
n(n− 1)

2

n2 ≤ dim(Sym2 V ) + dim(Alt2 V ) ≤ n2

⇒ dim Sym2 V =
n(n+ 1)

2

dim Alt2 V =
n(n− 1)

2

Wir benutzen die Dimensionsformel:

dim(Sym2 V +Alt2 V ) = dim(Sym2 V )+dim(Alt2 V )−dim(Sym2 V ∩Alt2 V )

n2 = n2 − dim(Sym2 V ∩Alt2 V )

0 = dim(Sym2 V ∩Alt2 V )

Sym2 V ∩Alt2 V = {0}
�

Wir werden jetzt zeigen, dass Sym2 V eine Unterdarstellung ist. (Für Alt2 V
ist der Beweis ähnlich). Dies bedeutet, dass kein irreduzibles Tensorquadrat gibt
außer, wenn dimV = 1 gilt.

Behauptung Sym2 V ist stabil.

Beweis Sei ρ : G→ GL(V ⊗ V ) eine Darstellung und s ∈ G

ρs(ei ⊗ ej + ej ⊗ ei) = ρs(ei ⊗ ej) + ρs(ej ⊗ ei)
= ρs(ei)⊗ ρs(ej) + ρs(ej)⊗ ρs(ei)

= (
∑

λikek)⊗ (
∑

λjk′ek′) + (
∑

λjk′′ek′′)⊗ (
∑

λik′′′ek′′′)

=
∑
k,k′

λikλ
j
k′ek ⊗ ek′ +

∑
k′′k′′′

λjk′′λ
i
k′′′ek′′ ⊗ ek′′′

=
∑
k,k′

λikλ
j
k′ek ⊗ ek′ +

∑
k′k

λjk′λ
i
kek′ ⊗ ek

=
∑
k,k′

λikλ
j
k′(ek ⊗ ek′ +⊗ek′ ⊗ ek)

�

3 Beispiele

3.1 Die zyklische Gruppe Z/nZ
Wir suchen die Darstellung von Z/nZ = {0̄, 1̄, . . . , n− 1}. Die Gruppe Z/nZ
ist abelsch und wir suchen für Z/nZ die 1-dimensionalen Darstellungen. Jede
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linear Abbildung C → C ist characterisiert bei eine komplexe Zahl, GL(C) ∼=
(C∗, ·). Für jede Darstellung von Z/nZ muss gelten, dass ρ0 = ρ(0) = 1C und
ρ(1̄ + 1̄ + · · ·+ 1̄) = ρ(0̄) = 1⇒ 1 = ρ(1̄) · ρ(1̄) · ...ρ(1̄) = ρ(1̄)n. ρ(1̄) ist also eine

n-te Wurzel von 1. Wir definieren ρh(k̄) = e
2iπkh
n mit h ∈ {0, . . . , n− 1}

Behauptung k̄ → ρ(k̄) definiert eine Darstellung von Z/nZ.

Beweis Seien k̄, l̄ ∈ Z/nZ.

ρ(k̄ + l̄) = e
2iπ(k+b)h

n = e
2iπkh
n · e 2iπlh

n = ρ(k̄) · ρ(l̄)

ρ(−k̄) = e
2iπ(−k)h

n =
(
e

2iπkh
n

)−1
=
(
ρ(k̄)

)−1
Wir zeigen noch die Repräsentantenunabhängigkeit. Seien z, z′ ∈ Z, sodass z̄ =
z̄′ und k, n ∈ Z mit z′ = z + kn

ρ(z̄′) =
(
e

2iπz′
n

)h
=
(
e

2iπz
n e

2iπkn
n

)h
=
(
e

2iπz
n e2iπk

)h
= e

2iπzh
n = ρ(z̄).

�

3.2 Die symmetrische Gruppe S3 und ihre Darstellung

Die symmetrische Gruppe S3 beinhaltet alle Permutationen von 3 Elementen.
Sie ist nicht abelsch. Nun können wir ein Element aus S3 auf die Koordinaten
von C3 wirken lassen. Sei ρg : S3 → GL(C3), die ein Element aus S3 in eine
Abbildung abbildet, die die Permutation auf die Koordinatoren eines Vektor
anwendet. Wie gezeigt wurde, ist dies eine Darstellung von S3.

Die Darstellung von S3 ist nicht irreduzibel. Trivialerweiße ist span


1

1
1


eine Unterdarstellung. Wir betrachten die Unterdarstellung. V =


z1z2
z3

 ∈ C : z1 + z2 + z3 = 0

.

Behauptung V ist irreduzibel

Beweis Da V 2-dimensional ist, muss jeder nicht-trivialer Untervektorraum
und jede nicht-triviale Unterdarstellung 1-dimensional sein. Wir nehmen, dass
V nicht irreduzibel wäre. Dann existierte eine Unterdarstellung U mit U =

span


z1z2
z3

 mit

z1z2
z3

 6= 0C3 . Wir nehmen an, dass z1 nicht null ist. Da U

stabil ist, folgt dass auch

z1z3
z2

 ,

z2z3
z1

 ∈ U . Damit gilt

z1z2
z3

 = λ ·

z1z3
z2

 ⇒
λ = 1 Da

z1z2
z3

 6= 0, weil es sonst keine Basis wäre, ist auch

z1z3
z2

 6= 0. Eine

ähnliche Argumentation benutzen wir bei den anderen Vektoren. Wir folgern,
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dass z2 = z3 = z1 ⇒ 0 = z1 + z2 + z3 = 3z2 und damit haben wir einen
Widerspruch. Fall z1 = 0, kann man gleich argumentieren mit der zweiten oder
der dritten Koordinate. �

3.3 Übungsaufgabe

Es gibt eine analoge Darstellung ρ : S4 → GL(C4). Ist die komplementäre

Darstellung von span




1
1
1
1


 irreduzibel ?
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