2.4 Zerlegung der regularen Darstellung

Notation: Die irreduziblen Charaktere von G seien mit x1, ..., xp bezeichnet, ihre Grade nq, ..., n,
und n; = x;(1) (Prop. 1).

Sei R die reguliire Darstellung von G. Dann gibt es eine Basis (e;);cq sodass pse; = eg. Falls s # 1,
so ist st # t Vt € G, somit sind die Diagonaleintriage von mat(ps) null, also insbesodere Tr(ps) = 0.
Gleichzeitig ist fiir s = 1

Tr(ps) = Tr(1) = dim(R) = g, somit erhalten wir
Proposition 5: Der Charakter rg der reguldren Darstellung ist gegeben durch
ra(l) =g  g=ord(G)
rg(s) =0, falls s # 1.

Korollar 1: Jede irreduzible Darstellung W; ist mit Vielfachheit n; in der reguldren Darstellung
enthalten.

Beweis: Nach Satz 4 ist diese Vielfachheit gleich (r¢g, x;) und

(re.xi) = 1/9 eqra(s xils) = (1/g)gxi(1) = xi(1) = ng

0
Korollar 2:
a) Fiir die Grade n; gilt 2?:1 n? =g,
b) fiir s € G, s # 1ist Y21, nyxi(s) = 0.
Beweis: Wir wenden Korollar 1 an: rg(s) = 2?21 n;xi(s) Vs € G.
Fir s = 1 erhalten wir a), fiir s # 1 b).
0

Bemerkung: Das obige Ergebnis kann benutzt werden, um die irreduziblen Darstellungen einer
Gruppe G zu bestimmen. Angenommen, wir hitten paarweise nichtisomorphe Darstellungen mit
Graden nq,...,ng; damit sie bis auf Isomorphie die einzigen irreduziblen Darstellungen sind ist
notwendig und hinreichend, dass n? + ... + n} = g.

Beispiel: Betrachte fiir G die Gruppe der Permutationen von drei Buchstaben. Dann ist g = 6 und es
gibt drei Klassen: Das Element 1, die drei Transpositionen und die zwei zyklischen Permutationen.
Sei t eine Transposition, ¢ eine zyklische Permutation. Dann ist t2 = 1, ¢3 = 1, tc = ¢*t, somit
existieren nur zwei Charakter mit Grad 1: der Einheitscharakter x; und der Charakter xo, der das
Vorzeichen einer Permutation angibt. Nach Satz 7 existiert ein weiterer irreduzibler Charakter 6,
fiir dessen Grad n muss gelten 1+ 1+n? = 6, somit n = 2. Die Werte von 6 erhalten wir, da (nach



Prop. 5 (Korl)) x1 + x2 + 20 der Charakter der reguldren Darstellung von G ist. Wir erhalten also
die Charaktertabelle von G:

1t c
x1 |1 1 1
x2 |1 -1 1
012 0 -1

Wir erhalten eine irreduzible Darstellung mit Charakter 6, indem wir G die Koordinaten von Ele-
menten aus C? mit x+y+z = 0 permutieren lassen.

Ubung: Zeigen Sie, dass jeder Charakter von G, der fiir alle s # 1 null ist, ein ganzzahliges
Vielfaches von r¢g ist.

2.5 Anzahl irreduzibler Darstellungen

Erinnerung: eine Funktion f auf G heifit Klassenfunktion, falls
ftst™) = f(s) Vt,s € G.
Proposition 6:

Sei f eine Klassenfunktion auf G und p : G — GL(V) eine lineare Darstellung von G. p; : V — V
linear sei definiert durch

Pt = D tec f(t)pr-

Ist V irreduzibel, von Grad n und Charakter x, so ist p; eine Homothetie mit Faktor A gegeben
durch

A=1/n)eq F(OX(E) = g/n(f]x*).
Beweis: Wir berechnen p;'psps. Es ist
Pt osps = Yieq TP peps = Yieq F()ps—1s-
Setze u := s~ 'ts, dann haben wir

P35 0ps = > ea fsus ™ )py =3 cq F(W)pu = py.

Es ist also pyps = pspy. Mit dem Lemma von Schur (ii) folgt, dass p; eine Homothetie X ist. Die
Spur von A ist nA, die von py ist

2oea TOTr(pe) = e F(H)X().

Somit



A=1/n37cq FOx(@) = g/n(flx*).
O

Wir betrachten den Hilbertraum H der Klassenfunktionen auf G, die irreduziblen Charakter x1, ..., Xn
gehoren zu H.

Satz 6:
Die Charakter xi, ..., xx bilden eine Orthonormalbasis von H.

Beweis: Satz 3 zeigt, dass die x; ein Orthonormalsystem bilden, es bleibt zu zeigen, dass sie H
erzeugen. Dazu geniigt es zu zeigen, dass jedes Element von H, das zu den x;* orthogonal ist, Null
ist. Sei nun f ein solches Element. Fiir jede Darstellung p von G setze py = » , . f(t)ps. Da
f orthogonal zu den x;* ist, folgt mit Prop. 6, dass py null ist, solange p irreduzibel ist; aus der
direkten Summenzerlegung schlielen wir, dass py immer null ist. Wenden wir dies auf die regulare
Darstellung R an und berechnen das Bild des Basisvektors e; unter py, so haben wir

prer = ZteG ft)per = ZteG f)e.

Da py null ist, haben wir pre; = 0 und die obige Gleichung zeigt, dass f(t) = 0 V¢t € G, somit f =
0 und die Behauptung ist gezeigt.

O

Erinnerung: ¢, t' € G sind konjugiert zueinander, wenn s € G existiert, sodass t' = sts™!, dies
definiert eine Aquivalenzrelation, die G in Aquivalenzklassen, die sogenannten Konjugationsklassen
zerfallen lasst.

Satz 7:

Die Anzahl irreduzibler Darstellungen von G (bis auf Isomorphie) ist gleich der Anzahl der Konju-
gationsklassen von G.

Beweis: Seien C1, ..., C die verschiedenen Klassen von G. Die Aussage, dass eine Funktion f auf
G eine Klassenfunktion ist, ist gleichbedeutend damit, dass die auf jedem der C4, ..., C} konstant
ist. Daher ist sie durch ihre Werte \; auf den C; festgelegt; diese konnen beliebig gewahlt werden.
Dementsprechend ist die Dimension des Raums H der Klassenfunktionen gleich k. Andererseits
ist diese Dimension nach Satz 6 gleich der Anzahl der irreduziblen Darstellungen von G (bis auf
Isomorphie). Das zeigt die Behauptung.

O
Ein weiteres Resultat aus Satz 6:
Proposition 7:
Sei s € G, ¢(s) die Anzahl der Elemente in der Konjugationsklasse von s.
a) Yoy xi(8)*xils) = 9/e(s)
b) Fiir alle t € G die nicht zu s konjugiert sind, ist Zle Xi(8)*x:i(t) = 0.



Beweis: Sei fs auf der Klasse von s gleich eins und sonst null. Da es eine Klassenfunktion ist, kann
sie nach Satz 6

fo= 30 Nxa mit A = (folxa) = (e(s)/9)xi(s)*

geschrieben werden. Wir haben dann fiir jedes t € G

Fo(t) = c(8)/9 201 xi(s)*xa(t).

Dies liefert a) falls t = s, b) falls ¢ nicht zu s konjugiert ist.

Beispiel: Charaktertafel von S, (Herleitung siehe Vortrag ”Charakter: Grundlegende Definitio-
nen”):

(1) (12) (123) (1234) (12)(34)
pl | 1 1 1 1 1
p? | 1 -1 1 -1 1
p* | 3 1 0 -1 -1
ot 3 -1 0 1 -1
p° | 2 0 -1 0 2
rs, 24 0 0 0 0

Dabei haben p', p? Grad 1, p?, p* Grad 3 und p® Grad zwei, wir rechnen beispielhaft nach:
1pt(1) + 1p2(1) + 3p3(1) + 3p*(1) +2p°(1) = 1-1+1-14+3-3+3-3+2-2 =24 =rg,(1).



