
1 Wiederholung:

1.1 Korrolar 2 zu Schur's Lemma

Falls ρ1 und ρ2 nicht isomorph sind, gilt:

1/g
∑
t∈G

ri2j2(t
−1)ri1j1(t) = 0

1.2 Korrolar 3 zu Schur's Lemma

Falls V1 = V2 und ρ1 = ρ2, gilt:

1/g
∑
t∈G

ri2j2(t
−1)ri1j1(t) = 1/n

∑
δi2i1δj2j1 =

{
1/n, wenn i1 = i2 und j1 = j2

0, sonst

1.3 Proposition 6

Sei f eine Klassenfunktion auf G und ρ : G→ GL(V ) eine lineare Darstellung von G.
ρf : V → V linear sei de�niert durch

ρf =
∑
t∈G

f(t)ρt.

Ist V irreduzibel, von Grad n und mit Charakter χ, so ist ρf eine Homothetie mit
Faktor λ gegeben durch

λ = 1/n
∑
t∈G

f(t)χ(t) = g/n(f |χ∗).

2 Die kanonische Zerlegung einer Darstellung

ρ : G → GL(V ) sei eine lineare Darstellung von G. Wir werden eine direkte Sum-
menzerlegung von V de�nieren, die weniger �fein� als die Zerlegung in irreduzible
Darstellungen ist, die aber den Vorteil hat eindeutig zu sein. Sie sieht folgendermaÿen
aus:
Seien χ1, . . . , χh die verschiedenen irreduziblen Charaktere der DarstellungenW1, . . . ,Wh

von G und seien n1, . . . , nh ihre Grade. Auÿerdem sei U1⊕ · · ·⊕Um eine Zerlegung von
V als direkte Summe irreduzibler Darstellungen. Dann bezeichne mit Vi für i = 1, . . . , h
die direkte Summe derjenigen der U1, . . . , Um, die zuWi äquivalent sind. Daraus ergibt
sich die kanonische Zerlegung

V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vh.

(Mit anderen Worten, zerlegen wir zunächst V in eine Summe irreduzibler Darstellun-
gen, und fassen dann die äquivalenten Darstellungen zusammen.)
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2.1 Satz 8

Die kanonische Zerlegung besitzt folgende Eigenschaften:
(1) Die Zerlegung V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vh hängt nicht von der ursprünglich gewählten
Zerlegung in irreduzible Darstellungen ab.
(2) Die Projektion pi von V auf Vi verbunden mit der Zerlegung, wird durch die Formel

pi = ni/g
∑
t∈G

χi(t)
∗ρt

gegeben.
Bew:Wir beweisen (2). Da die Projektionen pi die Vi bestimmen, folgt die Behaup-

tung (1). Wir setzen

qi = ni/g
∑
t∈G

χi(t)
∗ρt.

Sei W eine irreduzible Darstellung mit dem Charakter χ und dem Grad n. Aus Pro-
position 6 folgt, daÿ qi |W eine Homothetie mit Faktor ni/n(χi|χ) ist; sie ist also 0,
wenn χi 6= χ, und 1, wenn χi = χ. Mit anderen Worten ist qi die Identität auf einer
irreduziblen Darstellung isomorph zu Wi und ist Null auf den anderen. Im Hinblick
auf die De�nition von Vi folgt, daÿ qi die Identität auf Vi, und 0 auf Vj , j 6= i ist.
Wenn wir nun ein x ∈ V in seine Komponenten zerlegen:

x = x1 + · · ·+ xh,

so bekommen wir qi(x) = qi(x1)+ · · ·+ qi(xh) = xi. D.h., daÿ qi gleich der Projektion
pi von V auf Vi ist. �

Demnach läÿt sich die Zerlegung einer Darstellung V in zwei Schritten durchführen.
Zuerst bestimmt man die kanonische Zerlegung V = V1⊕ · · ·⊕Vh, mittels der Formeln
für die Projektionen pi. Dann, wenn es erforderlich ist, wählt man eine Zerlegung von
Vi in eine direkte Summe irreduzibler Darstellungen, die isomorph zu Wi sind:

Vi =Wi ⊕ · · · ⊕Wi.

Die letzte Zerlegung kann man im allgemeinen auf unendlich viele Weisen durchführen.

2.2 Beispiel 1

Sei G = {1, s} mit s2 = 1. Diese Gruppe besitzt zwei irreduzible Darstellungen von
Grad 1, W+ und W−, die ρs = +1 und ρs = −1 entsprechen. Die kanonische Zer-
legung von V lautet also V = V + ⊕ V −; die Komponente V + wird von den x ∈ V
erzeugt, die symmetrisch sind (ρsx = x), die Komponente V − dagegen von denen, die
antisymmetrisch sind (ρsx = −x). Die entsprechenden Projektionen sind:

p+x =
1

2
(x+ ρsx), p−x =

1

2
(x− ρsx).

V + und V − in irreduzible Komponenten zu zerlegen, bedeutet einfach, diese Räume
als direkte Summe von Geraden zu zerlegen.
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2.3 Übung

Hi sei der Vektorraum der linearen Abbildungen h : Wi → Vi mit ρsh = hρs für alle
s ∈ G. (h1, . . . , hk) sei eine Basis von Hi, und bilde die direkte Summe Wi ⊕ · · · ⊕Wi

von k Exemplaren Wi. O�ensichtlich de�niert das System (h1, . . . , hk) eine lineare
Abb. h von Wi ⊕ · · · ⊕Wi in Vi. Zeige, dass es sich hierbei um einen Isomorphismus
handelt und dass sich jeder Isomorphismus auf diese Weise gewinnen läÿt.

3 Die explizite Zerlegung einer Darstellung

Man übernehme die Notation aus Sektion 2, und sei

V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vh

die kanonische Zerlegung gegebener Darstellung. Nun wollen wir explizit die Zerlegung
von Vi in eine direkte Summe von Unterdarstellungen, die isomorph zu Wi sind, kon-
struieren. Sei Wi, durch die Basis (e1, . . . , en), in Matrixform (rαβ(s)) gegeben; wir
haben χi(s) =

∑
α rαα(s) und n = ni = dimWi. Für jedes Paar α, β von 1 bis n,

bezeichne pαβ die lineare Abbildung von V zu V , de�niert durch:

(∗) : pαβ = n/g
∑
t∈G

rβα(t
−1)ρt.

3.1 Proposition 8

(a) Die Abbildung pαα ist eine Projektion; sie ist Null auf Vj , j 6= i. Ihr Bild Vi,a
ist in Vi enthalten, und Vi ist eine direkte Summe von Vi,a für 1 ≤ α ≤ n. Es gilt
pi =

∑
α pαα.

(b) Die lineare Abb. pαβ ist Null auf Vj , j 6= i, aber auch auf Vi,γ für γ 6= β; sie
de�niert einen Isomorphismus von Vi,β auf Vi,α.
(c) Sei x1 6= 0 ein Element aus Vi,1 und sei xα = pα1(x1) ∈ Vi,α. xα sind linear unab-
hängig und erzeugen einen, auf G stabilen, Untervektorraum W (x1) mit Dimension n.
Für jedes s ∈ G, gilt:

ρs(xα) =
∑
β

rβα(s)xβ

(Insbesondere ist W (x1) isomorph zu Wi).

(d) Sei (x
(1)
1 , . . . , x

(m)
1 ) eine Basis von Vi,1. Die Darstellung Vi ist eine direkte Summe

von Unterdarstellungen W (x
(1)
1 ), . . . ,W (x

(m)
1 ), de�niert wie in c).

(Folglich gibt die Wahl der Basis von Vi,1 die Zerlegung von Vi in eine direkte Summe
von Darstellungen, isomorph zu Wi an.)
Bew: Die Gleichung (∗) erlaubt uns pαβ in beliebigen Darstellungen von G zu

de�nieren und speziell in den irreduziblen Darstellungen Wj . Für Wi gilt:

pαβ(eγ) = n/g
∑
t∈G

rβα(t
−1)ρt(eγ) = n/g

∑
δ

∑
t∈G

rβα(t
−1)rδγ(t)eδ.
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Aus 1.2 folgt:

pαβ(eγ) =

{
eα, wenn γ = β

0, sonst.

Somit entspricht
∑
α pαα der Identität auf Wi, und es gilt

pαβ ◦ pγδ =

{
pαβ , wenn β = γ

0, sonst.

ρs ◦ pαγ =
∑
β

rβα(s)pβγ .

Für Wj , mit j 6= i, benutzen wir 1.1 und die gleiche Argumentation wie oben um zu
zeigen, dass alle pαβ Null sind.
Nun zerlegen wir V in eine direkte Summe von, zuWj isomorphen, Unterdarstellungen
und wenden das vorige zu jeder von diesen Darstellungen an um (a) und (b) zu zeigen.
Auÿerdem, bleibt das oben genannte auch in V geltend.

ρs(xα) = ρs ◦ pα1(x1) =
∑
β

rβα(s)pβ1(x1) =
∑
β

rβα(s)xβ ,

zeigt (c) und (d) folgt aus (a), (b) und (c). �
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