3.1 Abelsche Untergruppen

Sei G eine Gruppe. Man sagt, dass G abelsch (oder kommutativ) ist, falls st = ts fiir alle
s,t € G. In einer abelschen Gruppe besteht jede Konjugationsklasse aus genau einem
Element (Zwei Elemente g1, g2 € G sind konjugiert falls 3g € G : g1 = gg2g~ " und falls
G abelsch g1 = gg29~" = g9~ 92 = g2)-

Theorem 9 Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(1) G ist abelsch
(2) Jede irreduzible Darstellung von G hat Grad 1 (Grad: Dimension von V)

Beweis. =: Sei g die Ordnung von G und (ng,....n;) die Grade der irreduziblen Dar-
stellungen von G. Nach Kapitel 2.5 Theorem 7 ist h die Anzahl der Konjugationsklassen
von G und nach 2.4 Korollar 2 Bemerkung 1 g = n? + ..... + n% Da G abelsch ist, gilt
h = g, also miissen alle n; = 1 sein, also haben alle irreduzible Darstellungen Grad 1.
<: Sei g die Ordnung von G und ny = ng = ..... = np = 1 die Grade der irreduziblen
Darstellungen von G. Nach Kapitel 2.5 Theorem 7 ist h die Anzahl der Konjugations-
klassen von G und nach 2.4 Korollar 2 Bemerkung 1 g = n? + ..... + ni Da die n; =1
sind, folgt g = h, also ist die Anzahl der Konjugationsklassen von G gleich der Ordnung
von G und somit ist G abelsch. O

Korollar Sei A eine abelsche Untergruppe von G, a die Ordnung von A und g die
Ordnung von G. Jede irreduzible Darstellung von G hat Grad < g,
a

Lemma Es gibt genau £ Elemente s € G, so dass G = s1AUs3AU ... Uss A, wobei
die Vereinigungen disjunkt sind und s; A = {s;ala € A}.

Beweis Lemma. Wir definieren eine Aquivalenzrelation ~ wie folgt:

Seien s,y € G, dann gilt s ~ y genau dann wenn s~ 'y € A.

Diese ist eine Aquivalenzrelation:

Reflexivitit: s71s =1 € A.

Symmetrie: Sei s~1y € A. Da (s71y) - (y~!s) = 1, folgt y~'s € A.

Transitivitit: Seien s 'y € A und y~'2 € A. Da (s ly) - (y~12) = s71z, ist s71z2 € A.
Dann ist G die disjunkte Vereinigung von den Aquivalenzklassen. Sei S eine Aquiva-
lenzklasse und s € S C G. Dann ist sA C S und s7'y € A <= y € S. Dann ist
ss~ 1y € sA, also y € sA. Das heifit, dass jedes Element von G in einem s;A liegt. Da
die s;A disjunkt sind und G die disjunkte Vereinigung von den Aquivalenzklassen ist,

folgt G = s1AUs2AU....5pA. Da G Ordnung g hat, und die s;A Ordnung a haben, folgt

p= g, O
a

Beweis Korollar. Sei p : G — GL(V) eine irreduzible Darstellung von G. Durch Ein-

schrinkung von p auf A erhalten wir eine Darstellung p4 : A — GL(V) von A. Sei

W C V eine irreduzible Unterdarstellung p4 von A. Nach Theorem 9 folgt dim(WW) = 1.



Sei V' = Y ps(W) C V ein Untervektorraum von V. Dann ist V’ stabil unter G, denn:
seG
Seien v’e V' s € G,ws € W. Dann ist v/ = ) ps(ws) und fir t € G ist
seG

pt(v/) =Pt <Z ps(ws)> — Zptps(ws) N Z Pu(wtflu) eV’
seG eG

v p linear u=ts<=s=t—lu
s

Da p irreduzibel ist, gilt V' = V’. Nach Lemma ist die Anzahl von disjunkten psW
hochstens gleich 9 Da V die Summe der psW ist, erhalten wir dim(V') < J O
a a

Beispiel: Die Gruppe Dg Die Gruppe Dg ist die Gruppe von Rotationen und Spie-
gelungen, die auf dem Hexagone wirken. Sie enthélt 6 Rotationen und 6 Spiegelungen

und ihre Ordnung ist 12. Nach Korollar hat jede irreduzible Darstellung von G Grad
12

< —=2.

Wer61n r eine Rotation um den Winkel (27)/6 und s eine beliebige Spiegelung sind, er-
halten wir 76 = 1, s> = 1 und srs = r~!. Jedes Element kann geschrieben werden als r*
oder srf fiir 0 < k <5

Es gibt genau 4 1-dimensionalen irreduziblen Darstellungen. Man erhélt sie, indem man
=+ 1 zu r und s zuordnet, in allen moéglichen Kombinationen. Die Charaktere 11, 12, 93, 14
sind in der folgenden Tabelle angegeben:

T'k S'I"k
P 1 1
P2 1 -1

vs | DR ] (=1)F
¢4 (_1)k (_1)k+1
Nun betrachten wir die 2-dimensionalen Darstellungen. Seien w := e(2™)/6 und h eine

ganze Zahl. Wir definieren eine Darstellung von p’:
0 —hk

hk whk 0 h k w . ..
pr(rt) = 0 w-hk) P (sTF) = whk 0 Die Darstellung hingt nur von den
6—h

Restklassen h modulo 6 ab und p" und p~" sind isomorph (da sie die gleiche Charaktere
haben), also kénnen wir sagen, dass 0 < h < 3. Die Fille h = 0 und A = 3 sind unin-
teressant, da die Darstellungen reduzibel sind mit Charakteren 11 + 19 beziehungsweise
3 +1y4. Fiir 0 < h < 3 ist die Darstellung p” irreduzibel: da w” # w™", sind die einzige
stabile Linien unter p"(r) die Koordinatenachsen und diese sind nicht stabil unter p(s).
Dann gibt es 2 2-dimensionalen irreduziblen Darstellungen, ndmlich fiir A = 1 und A = 2.
Die Charakteren sind: yp,(r*) = w" +w™"* und yy,(sr*) = 0.

Beispiel: Die quaternionische Gruppe Die quaternionische Gruppe hat 8 Elemente:
17 _la iv _Z‘aja _j7 k: —k.
Die Multiplikationstabelle ist
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oder kiirzer geschrieben:

ijk = —1.

—la = —a Ya € {i,j,k,—i,—j,—k} und 2 = j2 = k? =

Diese Gruppe ist nicht abelsch und nach Theorem 9 folgt, dass sie mindestens eine ir-
reduzible Darstellung mit Grad > 1 hat. Da die Untergruppe {1, —1,i,—i} 4 Elemente
hat, folgt nach Korollar dass jede irreduzible Darstellung von der Gruppe Grad kleiner
gleich 8/4 = 2 hat. Da die triviale Darstellung irreduzibel ist, gibt es mindestens eine
irreduzible Darstellung die Grad 1 hat. Nach Kapitel 2.4 Korollar 2 Bemerkung 1 gilt
|Gl =n2+ ...+ n%, wobei G die quaternionische Gruppe ist und die nq...nj die Grade
der irreduziblen Darstellungen von G sind. Da die Grade der irreduziblen Darstellungen
von G kleiner gleich 2 sind, und da es mindestens eine irreduzible Darstellung von Grad
1 gibt, folgt 8 = 12 + 12 4+ 12 4+ 12 + 22, also hat die Gruppe G genau 5 irreduzible Dar-
stellungen: 4 mit Grad 1 und eine mit Grad 2. Die Charaktertafel der 1-dimensionalen

Darstellungen ist:

1(-11i]j |k
il 1|11 ]1]1
Yo |11 [-1]-1]1
a1 1] 1]-1]-1
Ya | 1|1 |-1]-1]1

Sei x5 der Charakter der 5-dimensionalen Darstellung. Nach Kapitel 2.4 Korollar 1
gilt Xreg = X1 + X2 + X3 + X4 + 2x5 und nach 2.4 Proposition 5 gilt:
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0

Somit erhalten wir:

1

-1

—.

X5

-210

3.2 Produkt von zwei Gruppen

Seien G1 und G4 zwei Gruppen und sei G1 x G ihr (kartesisches) Produkt, also die Menge
von Paaren (s1, s2) mit s1 € G und s9 € Ga. Wenn wir das Produkt als (s1, s2)-(t1,t2) =
(s1t1, sate) definieren, definiert uns das eine Gruppenstruktur auf G; x Go. Mit dieser
Struktur wird G; x Go das Gruppenprodukt von G; und Go genannt. Wenn G die



Ordnung ¢; hat und G35 die Ordnung g5, dann hat G; X G Ordnung g = g1 9o.
Man kann G7 und G5 auch als Untergruppen von G7 X G4 identifizieren:

Gy = {(81,1) 181 € Gl} C Gy x Gy

G2 = {(1,82) 189 € GQ} C Gl X G2

Umgekehrt sei G eine Gruppe die G; und G9 als Untergruppen enthilt und seien die
folgenden zwei Bedingungen erfiillt:

1. Jedes s € GG kann nur in der Form s = s189 mit s1 € G und s2 € G5 geschrieben
werden.

2. Fiir s1 € G1 und so € Go gilt s189 = s957.

Das Produkt von zwei Elementen s = s1s9 und ¢ = t1t2 kann dann so geschrieben
werden: st = s1sat1te = (s1t1)(s2t2). Wenn man (s1, s2) € G1 X Gy das Element s1s9 € G
zuordnet, erhélt man ein Isomorphismus von G; x G auf G. In diesem Fall nennt man
G das direkte Produkt von seinen Untergruppen G; und G5 und wir identifizieren es mit
Gl X GQ.

Seien jetzt p' : G — GL(V1) und p? : Go — GL(V,) Darstellungen von G und Gb.
Wir definieren eine Darstellung p' ® p? von G1 x G in Vi ® V durch (p' ® p?)(s1, s2) =
p'(s1) ® p?(s2). Diese Darstellung wird Tensorprodukt von den Darstellungen p! und p?
genannt.

Sei x; der Charakter von p; (i = 1,2), dann ist der Charakter x von p' ® p? gegeben
durch x(s1,s2) = x1(s1) * x2(s2)( 2.1 Proposition 2 (ii)).

Bemerkung Wenn G; = G5 = G ist, ist das beschriebene Tensorprodukt p' ® p? eine
Darstellung von G x G (p' ® p? : G x G — GL(V; ® V3)). In 1.5 war p! ® p? : G —
GL(Vi ® Va), also die Darstellung eingeschrinkt auf die Hauptdiagonale {(s,s) : s €
G} CG xQG.

Theorem 10

1. Wenn p! und p? irreduzibel sind, dann ist p' ® p? eine irreduzible Darstellung von
G1 X GQ.

2. Seien p1, p, p2, p irreduzible Darstellungen. Dann ist p; ® p isomorph zu p} ® pf
genau dann wenn p; ~ p} und pg ~ pf)

3. Jede irreduzible Darstellung von G x G ist isomorph zu einer Darstellung p! ® p?
wobei p’ eine irreduzible Darstellung von G;(i=1,2) ist.

Beweis. Zu (1): Seien p! und p? irreduzibel, g; die Ordnung von G und g3 die Ordnung
von G.



Nach 2.3 Theorem 3 gilt Q%Z|X1(sl)\2 = 1 und g%z’xg(SQ)P = 1. Multiplikation
S1 52

ergibt: % > |x(s1,52)|? = 1. Nach 2.3 Theorem 5 ist p! ® p? irreduzibel.

51,52

Zu (2): Direktes Nachrechnen zeigt (xp1®p2|xp1®05) = (x1x2lx1X5) = (x1lxh) (x2lx5)-
Die Behauptung folgt dann aus 2.3 Theorem 3 (ii).

Zu (3): Seien (V;);er die irreduzible Darstellungen von Gy, n; die Grade von den

(Vi)ier,(Wj) jes die irreduziblen Darstellungen von G und m; die Grade von den (W) i€

Nach 2.4 Korollar 2 gilt: Z n? = g; und Z m = go. Dann ist Z(nlmj) (Z n; )(Z ms )

7‘7
g1go. Nach 2.4 Bemerkung (2) sind also dle Vi ® W; alle irreduziblen Darstellungen von

G1 X G, die paarweise nicht isomorph sind. Dann muss jede irreduzible Darstellung von
G'1 x Gy isomorph zu einer Darstellung in V; @ W} sein und mit (2) folgt die Behauptung.
O

Ubung: Sei p eine irreduzible Darstellung von G mit Grad n und Charakter y. Sei C
der Zentrum von G (die Menge aller s € G mit st = ts Vt € G) und ¢ die Ordnung von
C. Zeigen Sie, dass ps eine Homothetie fiir alle s € C' ist (benutzen Sie das Lemma von
Schur).



