
Induzierte Darstellung endlicher Gruppen

Seien im Folgenden G stets eine Gruppe und V ein Vektorraum.

De�nition: Linksnebenklassen einer Untergruppe

Sei H Untergruppe von G. Dann ist für jedes g ∈ G:
gH := {gh|h ∈ G} die Linksnebenklasse von H bzgl. g.

Die Menge der Linksnebenklassen von H wird mit G/H bezeichnet und ist eine disjunkte Zerlegung der

Menge G.

Bemerkung

Zwei Elemente g, g′ ∈ G heiÿen kongruent modulo H (g ≡ g′ mod H)

:⇐⇒ g−1g′ ∈ H ⇔ g′ ∈ gH (falls also g und g′ in der gleichen Linksnebenklasse enthalten sind.)

Satz von Lagrange

Sei H Untergruppe von G. Dann gilt:

|G| = |H| · (G : H)

wobei (G : H) = |G/H| den Index von H in G bezeichnet. �

Beweis

Die Aussage des Satzes folgt aus G =
⋃̇
{gH|h ∈ H} und |{gh|h ∈ H}| = |H|.

De�nition: Repräsentantensystem

Sei I Indexmenge mit |I| = (G : H). Wird aus jeder Linksnebenklasse σi ∈ G/H ein beliebiges festes

Element ri gewählt, so ist R = {ri|i ∈ I} ein Repräsentantensystem von G/H.

Bemerkung

Jedes g ∈ G besitzt eine eindeutige Gestalt g = rh mit r ∈ R, h ∈ H.

Erinnerung und De�nition

De�nition Unterdarstellung:

Sei ρ : G→ GL(V ) G-Darstellung in V und W ein Untervektorraum von V . Ist W invariant gegenüber G

(d.h. es gilt w ∈ W ⇒ ρg(w) ∈ W ∀g ∈ G), so stellt W eine Unterdarstellung von V dar. Man erhält die
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Darstellung ρW : G→ GL(W ).

Einschränkung einer Abbildung:

Sei H Untergruppe von G und ρ : G→ GL(V ) eine lineare Darstellung von G in V .

ρ|H : H → GL(V ) stellt die Einschränkung von ρ auf H dar.

De�nition: Induzierte Darstellung

Sei ρ : G → GL(V ) G-Darstellung in V und θ = ρW |H : H → GL(W ) eine Unterdarstellung von V

eingeschränkt auf H, wobei H Untergruppe von G, W Untervektorraum von V .

(Schreibe: θ ist H-Unterdarstellung in W .)

Bezeichne σ ∈ G/H eine Linksnebenklasse von H und Wσ := ρgW := {ρg(w)|w ∈ W} für ein beliebiges

g ∈ σ.
Dann hängt ρgW nur von σ ab und

∑
σ∈G/H

Wσ ist eine Unterdarstellung von V.

Die Darstellung ρ von G in V heiÿt induziert von der Darstellung θ von H in W , falls:

V =
⊕

σ∈G/H

Wσ

Man schreibt dann: V = IndGHW = IndW .

Bemerkung: Äquivalente Forderungen

V = IndGHW , falls

1) jedes v ∈ V eine eindeutige Gestalt v =
∑

σ∈G/H
wσ, wσ ∈Wσ ∀σ besitzt

oder 2) für R Repräsentantensystem von G/H gilt: V =
⊕
r∈R

ρrW

woraus folgt: dim V =
∑
r∈R

dim (ρrW ) = (G : H) · dimW .

Bemerkung, Gegenbeispiel

Für ρ G-Darstellung in V , θ H-Unterdarstellung in W mit H und W wie oben gilt nicht automatisch

V = IndGHW , denn zum Beispiel:

Sei G = Z/4Z = {0, 1, 2, 3}, H = Z/2Z = {0, 2} und ρ die triviale G-Darstellung in C7, θ die triviale

H-Darstellung in C.
Dann ist θ Unterdarstellung von ρ, jedoch gilt dim C7 = 7 6= 2 = (G : H) · dim C, also C7 6= IndGHC.
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Beispiele

1) Habe V eine Basis (es)s∈G und W Untervektorraum von V eine Basis (et)t∈H . Sei θ : H → GL(W )

mit θh(et) = eht die reguläre Darstellung von H in W , dann ist die reguläre Darstellung von G in V von

θ induziert.

Beweis:

Sei R Repräsentantensystem von G/H. Jedes w ∈W besitzt eine eindeutige Gestalt: w =
∑
t∈H

λtet.

Jedes v ∈ V besitzt eine eindeutige Gestalt: v =
∑
s∈G

λses.

Seien ri jeweils Repräsentanten von σ ∈ G/H. Jedes v in V besitzt eine Schreibweise:

v =
∑
s∈G

λses =
∑

σ∈G/H

∑
r∈σ

λrer =
∑

σ∈G/H

∑
h∈H

λriherih =
∑

σ∈G/H
ρri

( ∑
h∈H

λriheh

)
=

∑
σ∈G/H

ρri(w) �

2) Habe V eine Basis (eσ)σ∈G/H , sei H Untergruppe von G und ρ : G → GL(V ) lineare Darstellung mit

ρg(eσ) = egσ, g ∈ G, σ ∈ G/H. Dann ist ρ die Permutationsdarstellung von G bzgl. G/H.

ρ wird induziert durch θ : H → GL(CeH) mit θh(eH) = eH , wobei eH die triviale Linksnebenklasse von

G/H und invariant unter H ist.

3) Ist ρ1 induziert von θ1 und ρ2 induziert von θ2, dann ist ρ1 ⊕ ρ2 induziert von θ1 ⊕ θ2.
Beweis:

Es gilt für ρ1 G-Darstellung in V1, ρ2 G-Darstellung in V2, θ1 H-Unterdarstellung inW1, θ2 H-Unterdarstellung

in W2: V1 ⊕ V2 =
⊕
r∈R

ρ1rW1⊕
⊕
r∈R

ρ2rW2 =
⊕
r∈R

(ρ1 ⊕ ρ2)(W1 ⊕W2). �

4) Sei (V, ρ) induziert von (W, θ),W1 H-UnterdarstellungW . Dann ist der Untervektorraum V1 =
∑
r∈R

ρrW1

von V stabil unter G und ρ̃ : G→ GL(V1) induziert von θ̃ : H → GL(W1).

De�nition: Darstellungsmorphismus

Seien ρ1 : G→ GL(V1) und ρ
2 : G→ GL(V2) zwei G-Darstellungen. Eine lineare Abbildung f : V1 → V2

ist ein G-Darstellungmorphismus, falls für alle g in G und alle v in V1 gilt:f(ρ
1
g(v)) = ρ2g(f(v)).

Lemma

Sei Ṽ Vektorraum und (V, ρ) induziert von (W, θ), ρ̃ G-Darstellung von Ṽ und f : W → Ṽ ein H-

Darstellungsmorphismus (d.h. f(θh(w)) = ρ̃h(f(w)) ∀h ∈ H, w ∈W ).

Dann existiert eine eindeutige lineare Abbildung F : V → Ṽ . s.d. F |W = f und F ◦ ρg = ρ̃g ◦ F ∀g ∈ G.

Beweis

1) Eindeutigkeit von F :

Gelte F |W = f und F ◦ ρg = ρ̃g ◦ F ∀g ∈ G. Ist nun x ∈ ρgW (⇒ ρg
−1(x) ∈W ), dann gilt:

F (x) = F (ρgρg
−1(x)) = ρ̃gF (ρg

−1(x)) = ρ̃gF |W (ρg
−1(x)) = ρ̃gf(ρg

−1(x))
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Da f vorgegeben ist, ist F eindeutig auf ρgW festgelegt und somit auch auf V , da nach Voraussetzung

V =
⊕

σ∈G/H
Wσ.

2) Existenz von F:

Sei x ∈ Wσ und wähle ein beliebiges, festes g ∈ σ. De�nieren wir F (x) := ρ̃gf(ρg
−1(x)), so ist F (x)

unabhängig von der Wahl von g ∈ σ, denn:
Sei g′ = gh ∈ σ, h ∈ H ein weiteres Element aus σ. Dann gilt:

ρ̃g′f(ρg′
−1(x)) = ρ̃gρ̃hf(ρh

−1ρg
−1(x)) = ρ̃gρ̃hf((θh

−1ρg
−1(x)) = ρ̃gf(θhθh

−1ρg
−1(x)) = ρ̃gf(ρg

−1(x))

Da V die direkte Summe der Wσ, σ ∈ G/H ist, existiert eine eindeutige Abbildung F : V → Ṽ , die f

erweitert.

Desweiteren gilt dann für x ∈Wσ mit ρs(w) = x für ein s ∈ σ, w ∈W :

∀g ∈ G:
F ◦ ρg(x) = F (ρgs(w)) = ρ̃gsf(ρgs

−1ρgs(w)) = ρ̃gρ̃sf(ρs
−1(w)) = ρ̃g ◦ F (x)

�

Satz

Sei (W, θ) eine lineare Darstellung von H. Dann existiert eine (bis auf Isomorphie) eindeutige lineare

Darstellung (V, ρ) von G, welche von (W, θ) induziert ist.

Beweis

1) Existenz von ρ:

Da jede Darstellung die Summe irreduzibler Darstellungen ist, können wir mit Beispiel 3 o.B.d.A. anneh-

men, dass θ irreduzibel ist. Dann ist θ isomorph zu einer Unterdarstellung der regulären Darstellung von

H. Dann existiert mit Beispiel 1 und Beispiel 4 eine von θ induzierte lineare Darstellung (V, ρ).

2) Eindeutigkeit von ρ:

Seien (V, ρ), (Ṽ , ρ̃) zwei von (W, θ) induzierte Darstellungen. Wenden wir nun das vorherige Lemma auf

eine Injektion f :W → Ṽ an, so gilt:

Es existiert eine lineare Abbildung F : V → Ṽ , s.d. F |W (x) = idW und F erfüllt F ◦ ρg = ρ̃g ◦F, ∀g ∈ G.
Für jedes ρ̃g(w) ∈ ρ̃gW gilt dann: ρ̃g(w) = ρ̃g(F (w)) = F (ρg(w)), also ρ̃gW ⊂ im F ∀g ∈ G und somit

im F = Ṽ .

Da dim V = dim Ṽ = (G : H) · dimW , muss F ein Isomorphismus sein. �

Satz: Charakter der induzierten Darstellung

Sei |G| = g, H eine Untergruppe von G mit |H| = h, R = {r1, ..., rk} ⊆ G ein Repräsentantensystem von

G/H mit r1 = 1G. Sei ρ : G→ GL(V ) G-Darstellung, θ : H → GL(W ) H-Darstellung mit W ⊆ V und θ

induziert ρ.
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Dann gilt für jedes u ∈ G:

χρ(u) =
∑
r∈R

r−1ur∈H

χθ(r
−1ur) =

1

h

∑
g∈G

g−1ug∈H

χθ(g
−1ug)

Beweis

Der Raum V lasst sich zerlegen als
⊕
r∈R

ρr(W ) =
⊕

σ∈G/H
Wσ . Für alle u ∈ G und alle r ∈ R gilt: ur = r′h für

ein r′ ∈ R, h ∈ H. Somit gilt ρu(ρr(W )) =Wr′ . Das bedeutet, ρu permutiert die Unterräume (Wσ)σ∈G/H .

Sei B = (xi,σ)i∈{1,dimW},σ∈G/H eine Basis von V , so dass für jedes σ in G/H (xi,σ)i∈{1,dimW} eine Basis

von Wσ ist. Die Matrix M = MatB(ρ(u)) ist eine Blockmatrix und die Spur von M ist die Summe der

Spuren der Diagonalblöcke. Der DiagonalblockMσ =M[r] bezüglichWσ =W[r] ist nicht null, falls ur = rh

(d.h r−1ur ∈ H) für ein h in H. In diesem Fall ist Mσ die Matrix von (ρu)
|Wσ

|Wσ
:Wσ →Wσ. Deswegen gilt:

χρ(u) =
∑
r∈R

r−1ur∈H

Tr((ρu)
|Wσ

|Wσ
)

Sei φ = (ρr)
|W[r]

|W1
:W1 →W[r]. Wegen der Spurformeln gilt: Tr((ρu)

|Wσ

|Wσ
) = Tr(φ−1 ◦ (ρu)|Wσ

|Wσ
◦ φ).

Aber φ−1 ◦ (ρu)|Wσ

|Wσ
◦ φ = θr−1ur. Daraus folgt:

χρ(u) =
∑
r∈R

r−1ur∈H

χθ(r
−1ur)

Es gilt für alle G 3 g ∈ rH, r ∈ R′ = {r ∈ R|r′ = r}:
g−1ug = (rt)−1u(rt) = t−1r−1urt = t−1r−1rht = t−1ht und r−1ur = r−1rh = h für t ∈ H, also

θh ◦ θg−1ug = θr−1ur ◦ θh. Somit sind θg−1ug und θr−1ur isomorph und besitzen den gleichen Charakter. Da

|rH| = h gilt, also h Elemente aus rH diese Eigenschaft erfüllen, ergibt sich die zweite Gleichheit. �

Übung

S3 = {(1), (12), (13), (23), (123), (132)}, A3 = {(1), (123), (132)}.
Sei θ : A3 → GL(C) mit:

θ(1) = 1, θ((123)) = exp
(
2πi
3

)
, θ((132)) = exp

(
4πi
3

)
.

Konstruiere die von θ induzierte S3-Darstellung ρ : S3 → GL(C2).
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