
1 Darstellungen von Sd

Wiederholung

Definition 1.1. Eine Partition λ von d P N ist ein k-Tupel λ “ pλ1, ..., λkq,λi P
N mit:

1.λ1 ` ...` λk “ d
2.λ1 ě λ2 ě ... ě λk ě 0

Definition 1.2. Ein Young-Diagramm ist eine linksbündige Anordnung von
Kästchen, die zu einer Partition korrespondiert:

Anzahl der Kaestchen in der i-ten Zeile=λi

Beispiel 1.3. p4, 2, 1q ÞÑ

Definition 1.4. Ein Tableau T zu einem Young-Diagramm ist eine Num-
merierung der Kästchen mit den Zahlen 1, ..., n T pi, jq bezeichne den Eintrag
an Position i, j.

Beispiel 1.5.

T “
1 2
3 4
5

T 1 “
1 3
2 5
4

Wir haben bereits gesehen, dass gilt:
Anzahl der irreduziblen Darstellungen von Sd ist gleich der Anzahl der Kon-
jugationsklassen. Jeder Zykel σ “ pa1...akq bestimmt eine Konjugationsklas-
se, da gilt: gσg´1 “ paσp1q...aσpkqq.
ñ Zusammenhang zwischen Partition und irreduzible Darstellung der

Sd.

2 Irreduzible Darstellung der Sd

Sei A “ CrSds die Gruppenalgebra von Sd über C.
P :“ PTλ :“ tp P Sd| p bewahrt die Zeilen von T u
Q :“ QTλ :“ tq P Sd| q bewahrt die Spalten von T u
a :“ aTλ “

ř

pPP

p

b :“ bTλ “
ř

qPQ

sgnpqq q

c :“ cTλ “ aTλbTλ wird als Young-Symmetrierer bezeichnet.

Beispiel 2.1.

PT 1 “ tp1q, p1, 3q, p2, 5q, p1, 3qp2, 5qu

QT 1 “ tp1q, p1, 2q, p1, 4q, p2, 4q, p1, 2, 4q, p1, 4, 2q, p3, 5q, p3, 5qp1, 2q,

p3, 5qp1, 4q, p3, 5qp2, 4q, p3, 5qp1, 2, 4q, p3, 5qp1, 4, 2qu
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Lemma 2.2. Für alle p P P und q P Q gilt:
a) p¨a “ a¨p “ a
b) psgnpqq qq¨b “ b¨psgnpqq qq “ b
c) p ¨ c ¨ sgnpqq q “ c und c ist bis auf Skalarmultiplikation das einzige

Element in CrSds

Beweis. Seien p P P und q P Q
a)fp : P Ñ P , g ÞÑ p ¨g ist bijektiv, denn seien g, g1 P P und es gilt
fppgq “ fppg

1q

ñ p¨g “ p¨g1 ñ g “ g1 Also ist fp injektiv und damit auch surjektiv.
ñ p¨a “ p¨

ř

gPP

g “
ř

gPP

p¨g “
ř

gPP

g “ a

b)
fq : Q Ñ Q, g ÞÑ psgnpqq qq¨g ist bijektiv, denn seien g, g1 P Q und es
gilt fqpgq “ fqpg

1q

ñ psgnpqq qq¨g “ psgnpqq qq¨g1 ñ q ¨g “ q ¨g1 ñ g “ g1

Also ist fq injektiv und damit auch surjektiv.
ñ psgnpqq qq¨b “ psgnpqq qq¨

ř

gPQ

g “
ř

gPQ

psgnpqq qq¨g “
ř

gPQ

sgnpgq g “ b

Analog: a¨p “ a, b¨psgnpqq qq “ b
c)
ñ p¨c¨psgnpqq qq “ p¨a¨b¨psgnpqq qq “ a¨b “ c
Sei

ř

gPSd

ng ¨g P CrSds ein weiteres Element mit dieser Eigenschaft.

Dann ist npgq “ sgnpqq ¨ng, also insbesondere npq “ sgnpqq ¨n1.
Also ist nur noch zu zeigen, dass für g R PT ¨QT

der Koeffizient ng “ 0 ist. Wir benutzen nun ein Lemma.

Lemma 2.3. @g P Sd : g R PTQT ñ Dαβ P t1, ..., du : α und β sind in der
gleichen Zeile von T und der gleichen Spalte von T 1 “ gT .

Angenommen wir finden eine Transposition t :“ pα, βq P Sd, sodass t P PT
und t P QgT .
ñ Dq P QT : t “ gqg´1 Dann ist tg “ qg ñ tgq´1 “ g
und ng “ sgnpq´1qntgq´1 “ ´ng, also ng “ 0.

Beispiel 2.4. Sei g “ p135q,h “ p132qp45q ñ ghg´1 “ p14qp235q

T “
1 3
2 5
4

T 1 “
3 5
2 1
4

hT “
3 2
1 4
5

ghg´1T 1 “
5 2
3 4
1

Auf der Menge der Partitionen führen wir folgende (lexikographische) parti-
elle Ordnung ein. Es sei λ ą µ, falls für den kleinsten Index l mit λl´µl ‰ 0
gilt λl ą µl.

Lemma 2.5. Ist λ ą µ und Tλ bzw. Tµ Tableaus zu λ und µ, so ist für
alle x P CrSds das Produkt aTλ ¨ x ¨ bTµ “ 0. Insbesondere ist unter der
Vorraussetzung cTλ ¨cTµ “ 0
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Beweis. Es gibt zwei verschiedene Zahlen α und β in derselben Zeile von
Tλ und in der selben Spalte von Tµ.

Setze t :“ pαβq P Sd ñ t P PTλ , t P QTµ

ñ aTλbTµ “ paTλtqptbTµq “ aTλp´bTµq “ ´aTλbTµ
ñ aTλbTµ “ 0
Aus dem Beweis von Lemma 2.2 folgt: @q P Sd:

bgTµ “
ř

qPQgTµ

sgnpqq q “
ř

qPQTµ

sgnpqq gqg´1 “ g

˜

ř

qPQTµ

sgnpqq q

¸

g´1

“ gbTµg
´1

ñ aTλgbTµg
´1 “ aTλbgTµ “ 0 @g P Sd

ñ Für x “
ř

gPSd

ngg P A mit ng P C gilt:

aTλnggbTµg
´1g “ paTλgbTµg

´1qpnggq “ 0

ñ aTλxbTµ “ aTλ

˜

ř

gPSd

ngg

¸

bTµ “
ř

gPSd

aTλnggbTµ “ 0

ñ cTλcTµ “ aTλpbTλaTµqbTµ “ 0

Lemma 2.6. (1)AcT ist eine irreduzible Darstellung von Sd
(2)Wenn λ ‰ µ, dann sind AcTλ und AcTµ nicht isomorph.

Beweis. (1) Setze für I1, I2 Ď A: I1I2 :“ ta ¨ b|a P I1, b P I2u.
Sei x P cTAcT ñ Dy P A:x “ cTycT
Aus Lemma 2.2 ñ @p P PT , @q P QT :
pxq “ pcTycT q “ ppaT qbTyaT pbT qq “ aT bTyaT psgnpqq bT q “ sgnpqq cTycT
“ sgnpqqx
Aus Lemma 2.2 ñ Dγ P C : x “ γcT
ñ cTAcT Ď CcT Sei I Ď AcT Unterdarstellung. ñ cT I Ď cTAcT Ď CcT

Da CcT eindimensional ist, gibt es nur zwei Fälle:
(a) I “ AcT
(b) I “ t0u

(2)OBdA sei λ ą µ.
Aus Lemma 2.5 ñ cTλAcTλ “ CcTλ , cTλAcTµ “ aTλbTλAaTµbTµ “ 0
ñ AcTλ fl AcTµ

Lemma 2.7. Für jedes λ ,cTλ ¨ cTλ “ nλcTλ gilt nλ “
d!

dimAcTλ
.

Beweis. Zum Beweis davon betrachten wir die Abbildung F : x ÞÑ xcT
als Endomorphismus von CrSss. Auf AcT ist dies Multiplikation mit nλ
per Definition, auf Ker cT ist es die Nullabbildung. Also ist nλ ¨ dimAcT “
SpurpF q “ |Sd|¨(Koeff.von [id] in cT )“ |Sd|

3 Beweis der Frobenius Formel

Wiederholung: 1.Ci mit i “ pi1, ..., idq und
ř

αiα “ d bezeichnet eine
Konjugationsklasse
2.∆x “

ś

iăj

pxi ´ xjq und Pjpxq “ xj1 ` ...` x
j
k
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Theorem 3.1. Frobenius Formel: Gegeben sei eine Partition
λ : λ1 ě ... ě λk ě 0 von d setze l1 “ λ1 ` k ´ 1, ..., lk “ λk

χλpCiq “ r∆x ¨
ź

j

Pjpxq
ij sl :“ ωλ, l “ pλ1 ` k ´ 1, λ2 ` k ´ 2, ..., λkq

Beweis. Vorbereitung: Für jede Partition λ von d, haben wir eine Unter-
gruppe, oft auch Young Untergruppe genannt,

Sλ “ Sλ1 ˆ ...ˆ Sλk ãÑ Sd

Sei Uλ die Darstellung von Sd, welche von der trivialen Darstellung aus Sλ
induziert wird. Also ist Uλ “ Aaλ.

Sei außerdem ψλ “ χUλ “Charakter von Uλ.
Die Abbildung x ÞÑ xbT induziert eine Abbildung Uλ “ CrSdsaT Ñ

AcT “ CrSdsaT bT , welche offenbar surjektiv ist.
Der Beweisplan besteht also darin, die Beziehung zwischen Uλ und Acλ,

also zwischen ψλ und dem Charakter χλ von Acλ zu betrachten.
Wir beweisen den in 3 Schritten.

1. Schritt: Wir berechnen nun zunächst den Charakter ψλ der Darstel-
lung Uλ:

Für i “ pi1, ..., idq ein d-Tupel von nicht-negativen Zahlen mit
ř

αiα “ d
bezeichnen wir Ci Ď Sd als die Konjugationsklasse bestehend aus Elemen-
ten, welche aus i1 1-Zykel,i2 2-Zykel,...,id d-Zykel gebildet werden.
ñ |Ci| “

d!
1i1 i1!¨2i2 i2!¨...¨d

id id!
Wir zerlegen nun Ci X PTλ in PTλ-Konjugationsklassen D1, ..., DS.

Für den Charakter von der Darstellung Uλ, die von der trivialen Dar-
stellung induziert ist, gilt (für g P Ci fixiert)

ψλpCiq “
ÿ

gσ“σ

1,

wobei σ die Nebenklassen Sd{Sλ durchläuft.
Wir schreiben dies um zu:

ψλpCiq “
1
|Sλ|

1
|Ci|

ř

gPCi,sPSd,gsPsSλ

1 “ 1
|Sλ|

1
|Ci|

ř

sPSd,gPCi,S´1gsPSλ

1 “ 1
|Sλ|

1
|Ci|

ř

sPSd,gPCiXSλ

1 “

|Sd|
|Sλ|

¨
|CiXSλ|
|Ci|

“
1i1 i1!¨2i2 i2!¨...¨d

id id!
d!

¨ d!
λ1!λ2!¨...¨λk!

¨
ř

sp,q

k
ś

p“1

λp!

1sp,1sp,1!¨...¨d
sp,dsp,d!

,

mit

iq “
k
ÿ

p“1

sp,q und λp “
d
ÿ

q“1

q ¨ sp,q

d.h. 1sp,1 ¨ 2sp,2 ¨ ... ist eine Partition von λp für alle p und die Teile dieser
Partition summieren sich zu Partition i “ 1i12i13i3 ... auf.

ñ ψpCiq “
ř

sp,q

d
ś

q“1

rp!

s1,q !s2,q !¨...¨sk,q !

Dieser Term ist genau der Koeffizient von xλ1 ¨ ... ¨ xλk im Polynom

P “ pX1 ` ...`Xkq
i1 ¨ pX2

1 ` ...`X
2
kq
i2 ¨ ... ¨ pXd

1 ` ...`X
d
k q
id
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Also gilt ψλpCiq “ rP sλ.

2. Schritt: Vergleichen wir also nun diese Koeffizienten rP sλ mit den
Koeffizienten ωλpiq. Es gilt per Definition für jedes symmetrische P die all-
gemeine Formel

rP sλ “
ÿ

λ

Kµλr∆x ¨ P sµ1`k´1,µ2`k´2,...,µk ,

wobei die Koeffizienten Kµλ Kostka Zahlen genannt werden. Für jede Par-
titionen λ und µ von d ist die Zahl Kµλ die Anzahl von Kombinationen
mit denen man die Kästchen des Young-Diagramms füllen kann, sodass zei-
lenweise sich die Zahlen nicht verringern und spaltenweise sich die Zahlen
immer vergrößern.

Beispiel 3.2. Sei λ “ p3, 2q und µ “ p1, 1, 2, 1q,
dann gibt es drei mögliche Tableau:

1. 1 3 3
2 4

2. 1 2 3
3 4

3. 1 2 4
3 3

Also ist Kµλ “ 3.

Es gilt Kλλ “ 1, und Kµλ “ 0 für µ ă λ.

ñ ψλpCiq “
ÿ

µ

Kµλωµpiq “ ωλpiq `
ÿ

µąλ

Kµλωµpiq p˚q

3. Schritt: Sei χλ “ χVλ der Charakter von Vλ.
Wir zeigen nun, dass für jede Konjugationsklasse Ci von Sd gilt:

χλpCiq “ ωλpiq

.
Wir schreiben den Charakter ψλ von Uλ als Summe mit χµ als Basis von H
von Klassenfunktionen.

ψλ “
ÿ

µ

nλµχµ

mit nλλ ě 1 und alle nλµ ě 0
Induktiv können wir nun ωλ als Summe von Charakteren

ωλ “
ÿ

µ

mλµχµ

mit ganzzahligen Koeffizienten mλµ schreiben. Wir benutzen nun ein weite-
res Lemma:

Lemma 3.3. pwλqλ ist eine Orthonormalbasis von H von Klassenfunktio-
nen.

Wir wissen also, dass die ωλ wie auch die χλ eine Orthonormalbasis des
Vektorraums H bilden. Also ist

1 “ xωλ, ωλy “
ÿ

µ

m2
λµ
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und damit ist ω “ `
´χ für ein irreduziblen Charakter χ.

Wir zeigen die Frobeniusformel nun durch absteigende Induktion bzgl.
der Ordnung ě, also das gilt ωλ “ χλ für alle Partitionen λ.

Induktionsanfang: Ist λ “ pdq die größte Partition der Länge d, so gilt
nach p˚q die Gleichheit

ωλ “ ψλ “
ÿ

µ

nλµχµ

und aufgrund von nλλ “ 1, nλµ “ 0 sonst, folgt ωλ “ χλ.
Induktionsvoraussetzung und -schritt:
Ist per Induktion χµ “ ωµ für alle µ ą λ, so ist

ωλ `
ÿ

µąλ

Kµλχµ “ ψλ “
ÿ

µ

nλµχµ

Aufgrund der linearen Unabhängigkeit der χµ folgt hieraus wieder ωλ “
χλ, wie es zu zeigen war.
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