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Übung 0.1. Erklären Sie, wie man den Begriff von äußerer direkter Summe durch

einer universellen Eigenschaft definieren kann.

Seien V1 und V2 zwei Vektorräume. Eine Direkte Summe ist ein Triple pW,ϕ1, ϕ2q

wobei Z ein Vektorraum ist und ϕ1 : V1 Ñ W und ϕ2 : V2 Ñ W , so dass für alle

Vektorraum Z und alle lineare Abbildungen f1 : V1 Ñ Z und f2 : V2 Ñ Z eine

eindeutige linear Abbildung {pf1, f2q : W Ñ Z existiert, so dass die zwei folgende

Diagramme kommutieren.

V1 W

Z

ϕ1

f1 {pf1, f2q

V1 W

Z

ϕ2

f2 {pf1, f2q

Das bedeutet dass, f1 “ {pf1, f2q ˝ φ1 und f2 “ {pf1, f2q ˝ φ2 gelten.

Wenn eine direkte Summme pW,ϕ1, ϕ2q von V und W existiert, gilt {pϕ1, ϕ2q “

idW .

Behauptung. Seien V1 und V2 zwei Vektorräume und pW,ϕ1, ϕ2q und pW
1, ϕ1

1, ϕ
1
2q

zwei Direkte Summe von V1 und V2 (für W 1, schreiben wir Ćp‚, ‚qq statt zp‚, ‚qq).

Es existiert ein eindeutiges Isomorphismus ψ : W Ñ W 1, so dass die folgende

Diagramme kommutieren.

V1 W

W 1

ϕ1

ϕ1
1 ψ

V2 W

W 1

ϕ2

ϕ1
2 ψ

Beweis. Um ψ zu definieren, spielen wir mit der universelle Eigenschaft: Wir wissen,

dass pW,ϕ1, ϕ2q eine direkte Summe ist, und dass ϕ1 und ϕ2 lineare Abbildungen

sind. Deswegen existiert eine eindeutig linear Abbildung ψ : W Ñ W 1, so dass die

vorherige Diagramme kommutieren (wir haben ψ “ {pϕ1
1, ϕ

1
2q). Das ist noch nicht

klar, dass ψ ein Isomorphismus ist. Wir können anderes Rum spielen und eine linear
1
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Abbildung ψ1 : W 1 ÑW durch ψ1 :“ Čpϕ1, ϕ2q definieren, so dass

V1 W

W 1

ϕ1

ϕ1
1 ψ1

V2 W

W 1

ϕ2

ϕ1
2 ψ1

Wir betrachten die folgende Diagramme:

V1W W

W 1

ϕ1ϕ1

ϕ1
1 ψ1ψ

V2W W

W 1

ϕ2ϕ2

ϕ1
2 ψ1ψ

Es gilt: Das bedeutet dass, ψ1 ˝ψ ˝ϕ1 “ ψ1 ˝ϕ1
1 “ ϕ1 und ψ1 ˝ψ ˝ϕ2 “ ψ1 ˝ϕ1

2 “ ϕ2

gelten. Deswegen gilt ψ1 ˝ ψ “ {ϕ1, ϕ2 “ idW . Die Symmetrie zwischen W und W 1

gibt: ψ ˝ ψ1 “ Čϕ1
1, ϕ

1
2 “ idW 1 . Deswegen ist ψ ein Isomorphismus. �

Behauptung. Seien V1 und V2 zwei Vektorräume. Es existiert eine Direkte Sum-

me.

Beweis. Seien peiqiPI und pdjqjPJ Basen von V1 und V2. Wir betrachten den Vek-

torraum W mit Basis peWi qiPI Y pd
W
j qjPJ und die linear Abbildungen φ1 : V1 ÑW

und φ2 : V2 ÑW definiert durch:

φ1peiq “ eWi für jedes i aus I und φ1pdjq “ dWj für jedes j aus J .

Sei Z ein Vektorraum. Seien f1 : V1 Ñ Z und f2 : V2 Ñ Z zwei lineare Abbildungen.

Wir wollen {pf1, f2q basteln. Für jedes i in I muss {pf1, f2qpe
W
i q “ f1peiq gelten und

jedes j in J muss {pf1, f2qpd
W
j q “ f2pdjq gelten. Diese Bedingung definieren eine

eindeutige lineare Abbildung {pf1, f2q : W Ñ Z, weil peWi qiPI Y pd
W
j qjPJ eine Basis

von W ist. Sei x ein Element aus V1. Wir können Koeffizienten1 pλiqiPI , so dass

x “
ř

iPI λiei gilt. Es gilt:

{pf1, f2q ˝ φ1pxq “ {pf1, f2q ˝ φ1

˜

ÿ

iPI

λiei

¸

“
ÿ

iPI

λi {pf1, f2q ˝ φ1peiq

“
ÿ

iPI

λi {pf1, f2q ˝ pe
W
i q “

ÿ

iPI

λif1peiq “ f1

˜

ÿ

iPI

λiei

¸

“ f1pxq.

Die Symmetrie zwischen V1 und V2 gibt {pf1, f2q ˝ φ2pyq “ f2pyq für jedes y aus V2.

Deswegen erfüllt {pf1, f2q die Eigenschaft, wir wollten. Und pw, φ1, φ2q eine direkte

Summe ist.
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